Zkouska OPT 15.1.2025 Jméno: Ptijmeni:

Reseni piste do pFipravenych mezer. Odevzdava se pouze tento &istopis, tvofeny dvéma oddélenymi
listy. Kazdy ptiklad musi mit nejen odpovéd, ale i postup. Odpovéd bez postupu nestaci.

1. (2b) Stavi se tunel pro vlak skrz horu. Tunel bude mit prufez tvaru sjednoceni obdélnika a pulkruhu, pficemz
prumeér pulkruhu je tvofen horni stranou obdélnika. Jaké rozméry mé mit tunel, aby pii pevném obvodu prufezu
byl obsah prifezu co nejvétsi?

Oznaéme a vodorovnou stranu obdénika (a zaroven prumér pulkruhu) a b svislou stranu. Obvod obrazce je
0= (1+m/2)a+ 2b, obsah S = ab + wa?/8. Chceme maximalizovat obsah pies proménné a, b za podminky 7e
obvod je néjaké dané (i kdyz neznamé) ¢islo o. To nejlépe udélame vyjadienim jedné proménné z podminky a
dosazenim do kritéria, ¢imz tlohu prevedeme na tlohu s jednou proménnou.
Méme b= (0o — (1 4+ 7/2)a)/2, tedy
alo—(1+7/2)a) w4 ao 14+m/2 2, T2 ao— (1+ 7/4)a®
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Zderivujeme podle a a polozime rovno nule, coz déd o = (2 4+ 7/2)a, z toho dostaneme a. Druhd derivace S(a)
podle a je zapornd, funkce je tedy parabola s cumédkem mificim nahoru, tedy mame volné lokalni maximum,
které je i globdlni. To dosadime do vyrazu vyse pro b. Pfitom se o vyrusi (jak jsme mohli vytusit) a dostaneme
a = 2b. Tedy sitka tunelu mé byt dvakrat vétsi nez vyska obdélnikové c¢asti.

Ignorovali jsme omezeni, Ze a, b maji byt ve skutecnosti nezdporné. Méli bychom spravné ovérit, ze to nevadilo.
Funkci S(a) maximalizujeme podle a vlastné za podminek a > 0 a b > 0, kde druhi po dosazeni zni a <
0/(1+4 m/2). Hleddme tedy maximum funkce S(a) na intervalu [0,0/(1 + 7/2)]. Nalezené volné maximum lez{
uvnitf ného a hodnota v krajnich bodech neni vétsi.

2. Méame soustavu rovnic
4+ y—az2= 1
T — y =-1
—r+2y+1y>’= 0
(a) (1b) Kolik m4 soustava feseni? Odpoveéd dokazte. Nema feseni, je tedy preurcend. To dokdzeme tak, Ze si
zjedné rovnice (nejlépe druhé) vyjadiime jednu proménnou, dosadime do ostatnich a dostaneme spor.

(b) (2b) Chceme najit priblizné teseni soustavy ve smyslu nejmensich ¢tvercu. Zformulujte tuto tlohu ve
standardnim tvaru (musi byt jasné vidét, co jsou proménné, co ucelovéd funkce a co omezujici podminky).
Minimalizujeme funkci (z +y — 22 — 1)2 + (z — y + 1) + (—2x + 2y + y?)? pres proménné z,y € R bez
omezeni.

(c¢) (2b) Napiste iteraci Gaussovy-Newtonovy pro ulohu formulovanou v bodé (b).

Iterace je (z,y) = (z,y) — g'(x,y)Tg(z,y) (uzivdme operator piifazeni :=, tedy si usetiime psani xy, g1
atd.)
r+y—a22—1 1—-2z 1
glz,y)=| z—y+1 |, gy=| 1 ~1
—x + 2y + 32 -1 242

(Neteklo se, ze chceme ¢istou metodu, takze muzeme piipadné pridat koeficient délky kroku.)



3. (2b) Najdéte afinni zobrazeni, které vektor (1,0, —1) zobrazi na vektor (0,0) a vektor (—2,0,2) zobrazi na
vektor (1,1). Jestlize takové zobrazeni neexistuje, dokazte to. Poznamenejme, ze linedrni zobrazeni povazujeme
za specidlni piipad afinniho zobrazeni.

Hledané afinni zobrrazeni mé tvar x’ = Ax + b kde A € R?*? b, x’ € R?, x € R3. Oznacime si néjak kratve
prvky A a b a napiSeme si soustavu rovnic pro ty dvé dvojice vektoru:

a b c gl |0
i) Bl
a b c _02 4|9 = 1
d e f hl |1
- 2 -
Z toho dostaneme g === c —a = f — d = 1/3, jiné podminky nejsou. Tedy obecny tvar afinniho zobrazeni je

napr.
21 Ja b a+1/3]|" Nk
y'| T ld e d+1/3 Z 1/3
kde ¢isla a, b, d, e muzeme zvolit libovolné.

Pozn: nékdo si moznd ihned v§iml, Ze vektor b nemuze byt nulovy (tj. zobrazeni nemuze byt linedrni)

4. Mame mnozinu X = { (z,y) € R? | 2%y > 1, z > 1}.

(a) (1b) Nakreslete (co nejptesnéji) mnozinu X.

(b) (1b) Co je hranici mnoziny X? NapiSte mnozinovym zapisem (obrazek nebo slovni popis nestaci).
Mnozina { (z,y) € R? | 2%y =1, 2 >1}U{(l,y) |y >1}.

(¢) (2b) Najdéte bod mnoziny X, ktery je nejblize pocatku.
x=2Y6, y=271/3

(d) (1b) Je tloha formulovand v bodé (c) konvexni? Odpovéd odivodnéte. Ano.

5. Chceme minimalizovat vyraz x’ Ax za podminky x”x = 1, kde A je dand symetrickd reguldrni matice.

(a) (1b) Napiste co mozné jednoduché vyjddieni pro optimélni feseni a optimdlni hodnotu tlohy.
Nejmensiho vl. cislo matice A a jemu prislusny vl. vektor.

(b) (2b) Jak by se feseni zménilo, kdybychom omezeni zménili na x”x < 1?7 Diskutujte riizné piipady dle
vlastnosti matice A.
Protoze A je regularni, muze byt jen positivné definitni, negativné definitni nebo indefinitni.
Kdyz je A positivné definitni, vyraz x’ Ax bude vzdy kladny kromé pro x = 0 kdy bude nulovy. Opt.
feseni by tedy bylo x = 0 s opt. hodnotou 0.
Kdyz je A negativné definitni nebo indefinitni, opt. hodnota ptuvodni tlohy bude zaporn4. Uloha se nezmeéni,
jinymi slovy omezeni x”x < 1 bude v optimu aktivni. Diikaz: kdyby nebylo (tj. x'x < 1 v optimu), mohli
bychom vektor x (optimalni pro puvodni dlohu) prodlouzit (vynasobit vhodnym kladnym skaldrem) a tim
zmensit téelovou hodnotu x Ax pii neporuseni omezeni xx < 1, coz je spor.

(c) (2b) Jak by se feseni zménilo, kdybychom omezeni zménili na x”x > 1?7 Opét diskutujte rizné piipady.
Kdyz je A positivné definitni, opt. hodnota puvodni tlohy je kladna. Uloha se nezméni, tj. omezeni xTx > 1
bude v optimu aktivni, dikaz analogicky.

Kdyz A je negativné def nebo indef, opt. hodnota puvodni tlohy je zdporna. Tedy produzovanim vektoru x
bychom mohli zmensovat ti¢elovou hodnotu libovolné bez poruseni omezeni. Tedy tloha bude neomezena.



6. Mame funkci dvou proménnych f(z,y) = e In(1 + y), kde In znaéi ptirozeny logaritmus a e jeho zéklad.

(a) (1b) Najdéte vsechny extrémy funkce f. U kazdého extrému uréete jeho typ (minimum/maximum, globalni/lokélr

(b) (1b) Najdéte Tayloruv polynom prvniho fddu funkce f v bodé (0,0). Vysledny polynom upravte do
skalarniho tvaru (tj. aby neobsahoval matice a vektory) a zjednoduste.

(¢) (1b) Najdéte Tayloruv polynom druhého Fadu funkce f v bodé (0,0). Vysledny polynom podobné upravte.

fo(x,y) = fae(z,y) = f(2,y), fy(@,9) = foy(z,9) = /(1 +y), fyy(a,y) = —e"/(1+y)*
Stac. body zddné nejsou tedy ani extrémy nejsou, T(lo,o) (z,y) = v, T(Zo,o) (2,9) =y + 2y —y?/2.

7. (3b) V prostoru R™ mame kouli se stfedem a a polomérem p, kouli se stfedem b a polomérem r a nadrovinu
{xecR"|c'x =d}, kde a,b,c € R”, ¢ # 0 a p,r,d € R. Hleddme vzdalenost mezi nadrovinou a priinikem
danych dvou kouli (predpoklddejte, Ze koule se protinaji). Zformulujte jako optimaliza¢ni tilohu ve standardnim
tvaru. Ve vasf formulaci musi byt jasné vidét, co jsou proménné, co icelovd funkce a co omezujici podminky.
Ulohu nefeste.

Minimalizuj ||x — y|| za podminek ||a —x|| < p, [|[b—x| < r, ¢’y = d, x,y € R™. Interpretace: x je lib. bod na
pruniku kouli (to je ddno prvnimi dvéma omezenimi: bod x musi lezet zdroven v obou koulich), y je lib. bod
na nadroviné, hledame takové x,y aby jejich vzdilenost byla nejmensi.

8. Maximalizujeme 5x1 4 229 za podminek x; + 22 < 3, 221 + 22 < 4, 1 + 2 > 0, kde proménné jsou z1,z3 € R.

(a) (1b) Najdéte optimalni argument a optimalni hodnotu tlohy libovolnym postupem. Postup popiste.
Jde o tlohu LP. Resime graficky. Nakreslime si pifpustnz mnohostén v roviné, ten je neomzeny a ma dva
extremalni body. Nakreslime si vrstevnici u¢. fce, ty budou kolmé k vektoru (5,2). Optimum existuje a
nabyvé se v extremalnim bodé (z,y) = (4, —4), s opt. hodnotou 12.

(b) (1b) Napiste k tloze duélni dlohu.
Dle nédvodu na kontrukci dudlni dlohy LP ve skriptech, ktery si rozumni lidé napsali na tahdk (nebo to jde
odvodit Lagrangeovou dualitou, ale to trva déle a je to nepovinné). Zde je zdroven primar a dudl:

max 9r] + 29 min  3y; + 4ys
z.p. T1+x9<3 zp. y1 >0
271 + 12 < 4 y2 > 0
r1+22 >0 y3 <0
r1 eR Y1 +2y2 +ys =95
r2 €R y1+y2+ys=2

(¢) (1b) Napiste podminky komplementarity pro dvojici primérni a dudlni tlohy.
(1 + z2 — 3)y1 = 0 (neboli aspon jedna z podminek z1 + x2 < 3 a y; > 0 je aktivni), (221 +z2 —4)ys = 0,
(1 + 22)y3 = 0.

(d) (2b) Vyfteste dudlni tlohu libovolnou metodou. Zvolte pokud mozno jednoduchou metodu a oduvodnéte
svuj vybér. Ukazte, ze priméarni a dudlni optimélni feseni spliuji podminky komplementarity.
K nalezeni opt. dudlniho feSeni je vyhodné pouzit véty o komplementarité, ktera iika ze opt. primarni a
dudlni feSeni musi spliiovat podminky komplementarity. Primarni opt. feSeni uz mame. V ném je prvni
priméarni omezeni neaktivni a ostatni aktivni, tedy prvni dualni proménna y; muai byt nulova. Z dudlnich
omezeni ndm zbyvé soustava dvou rovnic o dvou neznamych, kterd mé feseni (y2,y3) = (3, —1). Tedy opt.

dudlni teseni je (y1,y2,y3) = (0,3, —1).



