Zkouska OPT 29.1.2025 Jméno: Ptijmeni:

Reseni piste do pripravenych mezer. Odevzdéva se pouze tento Cistopis, tvoFeny dvéma oddélenymi listy.
Kazdy piiklad musi mit nejen odpovéd, ale i postup. Odpovéd bez postupu nestaci.

1. Na détském tabote se poradd zavod, ve kterém start a cil jsou od sebe vzdédleny a metru a jsou ve stejné

vzdalenosti b metru od rovné nekone¢né dlouhé zdi (tj. spojnice startu a cile je rovnobéznd se zdi a vzdélena
b metru od zdi). Zavodnik vybéhne ze startu a bézi popfedu (tj. nosem napted) ke zdi, dotkne se zdi a pak
bézi pozadu (tj. zadkem napfed) do cile. Pozadu bézi poloviéni rychlosti nez popfedu. V jakém bodé se musi
dotknout zdi, aby trasu ubéhl za nejmensi ¢as?

(a) (3b) Ulohu zformulujte jako minimalizaci funkce jedné proménné. Tuto proménnou vhodné zvolte a popiste
jeji vyznam slovy a pomoci obrazku. Zformulovanou ulohu uz nefeste.
Oznacme bod startu jako A, bod cile jako B, a bod dotyku jako X. Ozna¢me déale body na zdi nejblize
bodum A, B jako C, D. Tedy a = |AB| a b = |AC| = |BD|. Necht z = |AX| (to je nase ’Sikovné zavedend’
proménnd). Pak z trojihelnikit ACX a BDX mdame délky obou &asti drahy. Cas béhu je tedy f(z) =
(1/0)V02 + 22+ (2/v)\/b% + (a — )2 kde v je rychlost béhy popredu (mizeme BUNO predpokladat v = 1).
Pozn: Stacionarni podminky vedou na rovnici s odmocninani, ktera jde upravit na hledani korene polynomu
4. stupne.

(b) (2b) Myslite, ze pro tuto ulohu plati néjakd analogie Snellova zdkona odrazu [zde je chyba v zadani, ma
tu byt ‘zdkona lomu’, coz jsme tekli istné béehem pisemce]? Pokud ano, jasné ji zformulujte a oduvodnéte
jeji spravnost.

Ozna¢me jako B’ zrcadlovy obraz bodu B (cile) vzhledem k zdi. Pak zjevné | X B| = | X B'|. Tedy zavod lze
ekvivalentné vidét tak, ze misto zdi mame hranici dvou prostiedi s riuznou rychlosti béhu: bézim néjakou
rychlosti od A k hranici (do bodu X) a pak poloviéni rychlosti z X do B’. Ted lze pouzit Snelliv zdkon lomu
(viz stfedoskolskd fyzika a skripta Cviceni 11.11b) v nezménéné podobé: pomér sinu ihlu CAX (oznacen
a) a DB'X (stejny jako DBX, oznacen 3) je roven poméru rychlosti, tedy sin 3/sina = 2.

Jde to odvodit i algebraicky: staciondrni podminka f’(x) = 0 se d4 upravit na 2x/vb? + 22 = (a —
z)/+/(a —x)? + b2, coz je totéz jako 2sina = sin f3.

Vzhledem k chybé v zadani jsem tento podpiiklad hodnotil takto velkoryse: kdo odvodil pro nasi tlohu
vztah sin 8/sina = 2 (at uz pomoci triku s ozrcadlenim nebo algebraicky) tak ma 2 body, kdo napsal néco
smysluplného aspon trochu k véci tak dostal 1, kdo napsal nesmysl dostal 0.

2. (2b) Jsou dany ¢tyii body a,b,c,d € R3. Jak byste jednoduse zjistili, zda tyto body lezi v roviné (tj. jsou

koplanarni)? Muzete pouzit operdtor ‘rank’, ktery najde hodnost matice. Oduvodnéte spravnost vasi odpovédi.

Ctyfi body jsou koplandrni pravé kdyz jsou afinné zavislé (Pifklad 3.4 ve skriptech). Ndm se hodf tiet{ nebo
¢tvrtd forma definice affinni nezavislosti z Véty 3.14. S pouzitim hodnosti mame: body jsou koplanarni pravée

. : a b cd
kdyz matice L 111

[b —a c—a d- a] € R3*3 (tj. posuneme body tak, aby jeden byl v pocatku, a pak testujeme lin. zavislost)
ma. hodnost mengi nez 3

] € R m4 hodnost mensi nez 4 (neboli je singuldrni), coz plati pravé kdyz matice

. (3b) Je mnozina { (z,y) € R? | y = |z| } konvexni? Odpovéd dokazte algebraicky (obrazek nestaci) z definice
konvexni mnoziny.

Mnozina je graf funkce f(x) = |z|, z obrdzku je patrno ze tato mnozina neni konvexni (neplést konvexitu
mnoziny a konvexitu funkce f(x) = |z|, kterd konvexni je). Mame to dokazat algebraicky z definice (13.1).
Zvolime vhodné dva body v mnozing, napt. (z,y) = (1,1) a (2/,y') = (—=1,1), a a = 3. Jestlize by mnozina
byla konvexni, pak dle defince by bod (1 — a)(x,y) + a(z’,y") = (0,1) byl v mnoziné, ale on neni.



4. Méme tlohu max{c’x|a<x <b, x € R"}, kde a,b,c € R" jsou dany.

(a) (1b) Je tato tloha linearni program? Odpovéd odtvodnéte. Jestlize neni, pieved'te ji na linedrni program.

Je to LP, protoze tcelova funkce je linedrni a podminky jsou linedarni nerovnosti.

(b) (3b) Vyfeste ulohu tvahou. Vysledek bude postup, jak spoéitat optimélni argument. Vysvétlete tuto tivahu.
Skalarné zapsano, minimalizujeme vyraz cizy + -+ + ¢,x, za podminek a; < z; < b;. To se rozpada
na n nezavislych uloh, kde v kazdé tloze minimalizujeme c¢;x; pres jedinou proménnou z; za podminky
a; < x; < b;. Tato tloha se snadno vyfesi ivahou: jestlize ¢; < 0 pak ] = a;, jestlize ¢; > 0 pak z] = b;, a
jestlize ¢; = 0 pak muze byt z; libovolné mezi a; a b;.

Spravneé by se jesté mélo napsat, ze kdyz neplati a < b, tak je tloha nepiipustnd.

(c) (3b) Napiste k tiloze dudlni dlohu.

V primaru maximalizujeme, takze v navodu (15.1) ve skriptech na konstrukei dudlni ilohy jdeme zprava
doleva. Zde je primér (zde vlevo) a dudl:

max c¢1x1+ -+ cpp min  ajuy + -+ apy +bjvy + - + byuy,
zZ.p. I > aj z.p. up <0

Tp > an up <0

z1 < by vy >0

r1 €R Uy + v =1

r, € R Up + Uy = Cp,

coz lze napsat také vektorovée

max c!x min a’u+blv
z.p. X>a zp. u<0
x<b v>0
x € R"” ut+v=c

Pozn.: Rekli jsme, ze primar se rozpada na n nezavislych tloh. Napisme primar a dudl této jednoduché
ulohy (pro jedoduchost vynechdme index i u vseho):

max cx min aw + bv

zZ.p. T>a zp. u<0
r<b v>0
reR u+v=c

Vidime, ze dudl puvodni tlohy se také rozpada ne n nezavislych dudla.

5. (3b) Existuje linedrn{ isometrie z R3 do R?, kterd zobrazuje vektor (0, 1,0) na vektor (0,1)? Odpovéd odiivodnéte.

Neexistuje, protoze isometrie by musela byt reprezentovana matici 2 x 3 s ortonormélnimi sloupci, a takova
matice neexistuje protoze tii nenulové vektory v R? nemohou byt po dvojicich kolmé.

6. (4b) Najdéte viechny extrémy funkce f(z,y) = = + y na mnoziné { (z,y) | 2> =y, y < 1}. Pro kazdy extrém
urcete typ (lokélni/globélni, minimum/maximum, volny/vazany).

Je dobré si nakreslit obrdzek, na kterém je mnozina (¢ast grafu funkce x?) a par vrstevnic tcelové funkee.
Bod (z,y) = (—3, 1) je globdlni minimum, bod (—1,1) je lokdln{ maximum, bod (1,1) je globaln{ maximum.
Vsechny tyto extrémy jsou vazané (volny extrém by znamenal, Ze funkce z+y v ném nabyvd minima ¢i maxima
bez omezeni, coz nemtuize neb je na R? neomezend zdola i shora).



7. Mame funkci f(x) = xI(Ax +b), kde b € R" a A € R™*" jsou dény (A nemusi byt symetricka).

(a)

(b)

()

(2b) Najdeéte (totdlni) derivaci funkce f.

f'(x) =x"(A+AT)+b"

(3b) Najdéte Tayloruv polynom prvniho stupné funkce f v daném bodé ¢ € R™. Vysledny polynom
zjednoduste (zjednoduseni se hodnotf).

T(x) = f(c) + f(c)(x — c)
=c’Ac+c"b+c(A+AT)(x—c)+ bl (x—c)
=clAc+cTb+c’Ax—cTAc+ cTATx — c'ATc+ bTx — ble
=cl’Ax+cTATx — c"ATc + b'x

=cl(A+AT)x +b'x - cTAc

(2b) Najdéte Tayloruv polynom druhého stupné funkce f v daném bodé ¢ € R™. Vysledny polynom opét
zjednoduste.

Bude roven funkci f (nezdvisle na c), protoze ta uz je polynom druhého stupné.

8. Déano je n bodi (z1,y1,21),- ., (Tn, Yn, 2n) € R3, které tvoii sloupce matice X € R3*™. Napiste postup (po-
sloupnost kroku, nemusi to byt kéd v néjakém programovacim jazyce), jak spocitat ¢isla a,b,c € R tak, aby
vyraz Y i, £? byl minimalni, kde ¢; jsou definovéna jako

(a)

(b)

(2b) 4 =ax; +by; +c+ 2

Uloha na linearni nejmensi ctverce / linearni regresi. Jde napsat jako minyeps [|[Pu — ql|? kde u = (a, b, ¢),
P € R™3 m4 tadky (z,1:,1) a ¢; = —z;. Reseni v Matlabu u=P\q.

(2b) 4; = ax; + by; + cz;

Ucelova funkce je vzdy nezaporné a pro a = b = ¢ = 0 je rovna nule, coz je tedy optimélni feSeni.

(2b) ¢; znaéf vzdalenost bodu (x4, %, 2;) od mnoziny { (x,y,2) € R® |az +by+cz2 =0}

Uloha na PCA. Udélame SVD X = USVT | pak (a, b, ¢) je sloupec U odpovidajici nejmensimu singuldrnfmu
¢islu (protoze zminénd mnozina je nadrovina a (a, b, ¢) je jeji norméla, tedy baze jejiho ortog. dopliku).
Nebo taky miizeme udélat spektralni rozklad XX = VAVT a (a,b,c) bude sloupec V odpovidajici
nejmensimu vlastnimu ¢éislu.



9. (3b) Chceme co nejlevnéji prevozit munici ndkladnimi auty ze dvou skladu na tfi palebnd stanovisté. V kazdém
skladu je zndmé mnozstvi munice a kazdé stanovisté pozaduje zndmé mnozstvi munice dle obrazku (napft. v
prvnim skladu je 7 tun munice). Ceny za pfevezeni jedné tuny munice z urcitého skladu na urcité stanovisté
jsou také zndmy, dle obrdzku (napf. pfevoz tuny munice z prvniho skladu na prvni stanovisté stoji 2 cenové
jednotky). Chceme uspokojit vSechna stanovisté, pricemz sklady se nemuseji vycerpat. Mezi kazdou dvojici
sklad-stanovisté muzeme jet s ndkladem nejvyse jednou, pfiéemz nikdy nesmime mit najednou naloZeno vice
nez 3 tuny munice, abychom pfi ptipadném zasahu auta nepiitelem nepfisli o pfili§ mnoho munice. Cesty s
prazdnym autem nestoji nic.¢s Formulujte jako linedrni program.

O stanoviste 1
pozadavek 5 tun munice

sklad 1
7 tun munice

stanoviste 2
pozadavek 4 tuny munice

sklad 2
6 tun munice

0 stanoviste 3
pozadavek 3 tuny munice

To je dopravni tloha (skripta §12.3.3) s dodate¢nym omezenim na maximélni homotnost munice pfevazené v
jednom ndkladu. Oznacme jako x;; hmotnost munice pfevezené ze skladu 7 na stanovisté j. Pak tloha bude

min  2x11 + 4x12 4+ 3213 + dxo1 + 4xos + 4oy
Z.p. X1+ X120 +x13 <7

To1 + Tog + 223 < 6

x11 +x91 =5

T12 + Top = 4

13+ T23 = 3

0§L7JS3 (i€{1,2}7j6{1,2,3})

Ve tretim, ¢tvrtém a patém omezeni mohou byt i nerovnosti >, to tlohu nezméni.

Body celkem: 40



