Zkouska OPT 5.2.2025 Jméno: Ptijmeni:

Reseni piste do pripravenych mezer. Odevzdéva se pouze tento Cistopis, tvoFeny dvéma oddélenymi listy.
Kazdy piiklad musi mit nejen odpovéd, ale i postup. Odpovéd bez postupu nestaci.

1. (3b) Mame elipsu s délkami poloos a,b. Do této elipsy chceme vepsat obdélnik s maximélnim obsahem.
Predpokladejte pritom, ze strany obdélniku jsou rovnobézné s osami elipsy. Jaky obsah bude mit tento obdélnik?

Rovnice elipsy: (z/a)? + (y/b)? = 1. Uvazujeme jen étvrtinu elipsy x,y > 0. Pak y = b\/1 — (z/a)?. Obsah
¢tvrtiny obdélnika je xy = xby/1 — (z/a)?. Najdeme minimum této fce jedné proménné. Vyjde x = a/v/2,
y = b/+/2. Tedy obsah ¢tvrtiny obélnika je ab/2, obsah celého obdélnika 2ab.

2. (2b) Hleddme obdélnik s nejmensim obvodem, ktery ma jednu stranu rovnobéznou s osou z, druhou stranu
rovnobénou s osou y, a obsahuje dané body (x1,%1),..., (zn,yn) € R% Najdéte vzorce pro délky a,b stran
tohoto obdélnika (musi to byt opravdu vzorce, nikoliv jen slovni popis jak spocitat a,b).

Rozpada se na dvé nezavislé uilohy, pro kazdou souradnici jednu: a = max; x; — min; z;, b = max; y; — min; y;

3. (2b) Napiste vzorec pro gradient funkce f(x) = x' Ay +bTx+|x —y]|l2, kde A € R**" a b,y € R" jsou dény.

Nejdriv spoc¢teme totalni derivaci. K tomu musime c¢leny, které jsou linearni funkce vektoru x, dat do tvaru
a’'x kde a je néjaky vektor: derivace tohoto ¢lenu bude pak al. To se vlastné tyka jen ¢lenu x' Ay, ktery tedy
ekvivalentné napiseme jako (Ay)”x. Pro derivaci posledniho ¢lenu pouzijeme pravidlo pro derivaci eukleidovské
normy a fetizkové pravidlo. Totalni derivace tedy je f'(x) = (Ay)T + b’ 4 (x — y)*/||x — y||2. Gradient bude
jeji transpozice, tedy Vf(x) = Ay +b+ (x —y)/|lx — y/l2-

Vsimnéte si: y neni proménna (jak by se mohlo zdat), ale konstanta, podle néj tedy nederivujeme.

4. (3b) Méme funkci f(x) = x? (Ax+b), kde matice A € R™*" (ne nutné symetrickd) a vektor b € R" jsou dany.
Napiste postup (posloupnost kroki), jak na zdkladé vlastnosti A a b najit na mnoziné R" vSechny extrémy
této funkce a rozhodnout, o jaky extrém se jedna (minima/maxima, lokalni/globalni).

Rozndsobime zavorku, coz da f(x) = x! Ax 4+ b?x. To je kvadraticka funkce, vie co potiebujete je tedy v §6.4
skript. Nebo tlohu muzeme vidét jako vySetfovani volnych extrému diferencovatelné funkce, o ¢emz je §10.1.
Mozny postup:

1 Hodnota kvadratické formy xT Ax zdvisi jen na symetrické ¢dsti matice A, pro pohodli tedy budeme nadale
pouzivat jen tuto symetrickou ¢dst S = (A + AT)/2. Ted tedy vysetiujeme funkci f(x) = xSx + b”'x.

2 Najdeme stacionarni bod/body: polozime derivaci rovnou nule, 07 = dd—x(xTSX +bTx) = 2xT'S + b”, po

transpozici a tpravé Sx = —b/2 (tuto soustavu Ize odvodit i doplnénim na ¢tverec dle §6.4.1, coz je o néco
bod (tj. b ¢ rngS), pak funkce neméd extrém. Jestlize ma jeden nebo vice (tj. b ¢ rng$S), extrémy miuze
mit nebo nemusi — to zjistime z definitnosti matice S déle.

3 Jestlize m4 fce alespori jeden staciondrni bod, uréime definitnost matice S (libovolnou metodou, ted se ndm
ale hodi, ze matice je symetrickd). Jestlize S je positivné [negativné] semidefinitni, tak vSechny staciondarni
body jsou glbdlni minima [maxima] funkce. Je-li indefinitni, funkce extrémy nemd (je neomezend shora i
zdola).

5. Je déna funkce f : R? — R predpisem f(z,y) = 2% + 4oy + >

2 1

(b) (2b) Rozhodnéte, zda md f v po¢dtku maximum, minimum nebo nic z toho. Odpovéd oduvodnéte.

1 2
(a) (1b) Najdéte symetrickou matici A tak aby f(x) = x” Ax, kde x = (z,y) € R%. A = [ ]

Matice A je indefinitni (vl. ¢isla jsou —1, 3), pocatek je tedy jeji sedlovy bod.
(c) (3b) Najdéte ortogondlni matici U a konstanty a, b tak, aby pro kazdé x,y € R platilo f(x,y) = au? + bv?,
kde [“ -U x] .
v Yy
Toto je o interpretaci spektralniho rozkladu symetrické matice (vzorec (6.18) ve skriptech a text pod nim):
a = —1ab=3 jsou vl ¢isla matice A, sloupce U jsou normalizované vl. vektory 1/v/2(—1,1) a 1/3/2(1,1).



6. (3b) Mame dvé kuzelosecky {x € R? | xTAx =1} a {x € R? | x"Bx = 1}, kde A,B € R?>*2 jsou dané
symetrické regularni matice. Hledame priisecik téchto kuzelosecek Newtonovou metodou. Napiste iteraci metody
(tj. vzorec, jak se spocitd pristi odhad pruseciku z aktudlniho odhadu).

Resfme nelinedrni soustavu g(x) = 0 kde zobrazeni g: R?* — R? a jeho derivace jsou

xTAx — 1 xTA
g(x) = [XTBX - J €eR’  gx)=2 [XTB:| € RV

1

Iterace pak bude znamy vzorec xp11 = X — g (x1)'g(xx).

7. (3b) Jsou dény obdélnikova tizkd matice C, obdélnikova Sirokd matice A a vektor b. Minimalizujeme vyraz
||ICx||2 za podminky Ax = b pfes proménné x € R™. Najdéte feseni ilohy; toto feseni musi byt jediny vzorec
(pouzivajici maticové operace) pro optimalni x. Pouzijte metodu Lagrangeovych multiplikatoru. Predpokladejte,
ze inverze vSech Ctvercovych matic, které budete potiebovat, existuji.

Je diilezité misto vyrazu ||Cx||2 minimalizovat jeho étverec |Cx|3 = xT'CTCx (coz je pouhd kvadraticka
forma), protoze odmocnina by ndm to velmi zkomplikovala (stejny trik jsme pouzili opakované v metodé
nejmensich ¢tvercii). Jesté lépe je (ale to uz neni kritické) minimalizovat vyraz %||Cx||3, aby ndm derivace
vysla bez dvojky (to se taky ve skriptech pouzilo).
Lagr. funkce L(x,A) = 3||Cx||3 + AT (b — Ax), podminky rvniho iddu jsou

Ly(x, M) =CTCx - ATAA =0

Ax =D

Tuto soustavu fesime pro proménné (x,A). Z prvni rovnice mame x = (CTC) ' ATX (kde inverze étvercové

matice CTC dle predpokladu existuje), dosazenim do druhé mame A(CTC)"'ATX = b. Z toho dostaneme A
a dosadime do rovnice vyse, vysledek x = (CTC)"'AT[A(CTC) 'AT] " !b.

8. Mame mnozinu { (z,y) € R? | min{z? + 32, (z —1)2 +4?} <1}

(a) (3b) Naértnéte mnozinu (jeji hranici plnou ¢arou, jeji vnitiek vysrafujte).
Népovéda: nepoplette si minimum s maximem.
Zde je klicové si uvédomit, Ze tvrzeni min{a, b} < ¢ (pro a,b,c € R) je ekvivalentni tvrzeni (a < ¢)V (b < ¢).
(Kdo to nevidi, ujasni si to napr. tak, Ze si ruzné trojice ¢isel a,b,c kresli na ¢iselnou osu. Pozor: neplést
s tvrzenim max{a, b} < ¢, které je ekvivalentni tvrzeni (a < ¢) A (b < ¢).) Tedy libovolny bod (z,y) € R?
patif do mnoziny, jestlize spliiuje 22 + y*> < 1 nebo (x — 1)? +y? < 1 (v nevylucovacim smyslu, tedy klidné
i oboji). Tedy mnozina je sjednoceni dvou kruhu s polomérem 1 a stiedy (0,0) a (1,0).

(b) (3b) Je mnozina konvexni? Svou odpovéd dokazte algebraicky z definice konvexni mnoziny (neformalni
argument pomoci obrdzku nestaci).
Z obrazku ihned vidime, ze sjednoceni uvedenych kruhu konvexni neni. K algebraickému dukazu staci
najit dva body (x,y) a (2',y') a skaldar 0 < a < 1 tak, aby oba body byly v mnoziné, ale bod (1 —
a)(x,y) + a(a’,y’) v ni nebyl. S pomoci obrazku miuzeme zvolit napr. (z,y) = (0,1) a («/,y") = (1,1)
aa = 3, tedy bod (1 — a)(z,y) + a(z',y') = (3,1) je v poloviné jejich spojnice. Tento bod v mnoziné
neni, coz je patrno z obrazku. Musime to ale taky dokdzat algebraicky: pro bod (x,y) = (%, 1) podminka
min{z? + %, (z — 1)> +¢?} =min{3 + 1,1 + 1} = 5 < 1 nenf splnéna.

9. (4b) Minimalizujeme funkci f(x) = ||Ax — b||oc + ||x/|1 na mnoziné R". Transformujte tuto dlohu na linedrn{
program.

Skoro stejné jako Cviceni 12.4h ve skriptech. Je treba zkombinovat dva obraty, které jsme pouzili pri prevodu
minimalizace max-normy a l-normy na linearni program (skripta §12.4.2). Vysledek (zapsan ve vektorové
formé): min{y +17z| —yl <Ax-b<yl, x<z<x, xR ycR, zcR"}



10. Mame tlohu min{b”’x | x € R?, al’x =1, x > 0}, kde a,b € R” jsou dané vektory s nezdpornymi slozkami.

(a)

(2b) Pro jakd a,b ma uloha optimdln{ feseni? Odpovéd podrobné odivodnéte.

Uloha LP mé (aspori jedno) optimdlni Feseni, pravé kdy# je piipustnd (tj. mnozina priustnych Feseni je
neprazdnd) a omezend (tj. ucelova funkce je na mnoziné prip. reseni zdola omezena).

To prvni plati pravé kdyz a # 0 (tj. aspoii jedno éislo a; je nenulové), jinak by podminka a’x = 1 nesla
splnit.

Je-li a # 0, pak je ticelova funkce na mnoziné pripustnych reSeni vzdy zdola omezend, protoze pro kazdé
b>0ax>xje VZdbeXZO.

(3b) Ma-li iloha optimalni feseni, najdéte ho ivahou a popiste, jak se spoc¢ita. Svoji ivahu vysvétlete.
Nereklo se, ze musime najit vSechna optimalni feSeni, staci tedy nalézt jen jedno libovolné. Ulohu vyresime

tak, ze ji jednoduchou substituci proménnych prevedeme na tlohu, kterou dobie zname.

Nejdriive si vsimneme, ze kdyz pro néjaké i je a; = 0, tak proménnd z; v podmince a’ x = 1 nevystupuje a

proto v optimu bude x; = 0, protoze zvétsenim x; by se uc. fce zhorsila (jestlize b; > 0) nebo aspori nezlepsila
(pokud b; = 0). Tedy miizeme déle uvazovat jen ty indexy i pro které a; > 0. Dale tedy predpokladdme, zZe
jsme z vektori a, b jiz odstranily slozky, pro které je a; = 0 (a tedy mame a; > 0 pro vSechna i).

Ted miiZeme udélat substituci x; = vy;/a;, tj. vi = a;z;. Uloha se tim zméni na ekvivalentni tilohu
min{c’y | y € R*, 1Ty =1, y > 0}, kde tedy ¢; = b;/a;. Tuto tilohu dobie zname (jeji opt. feseni
bude mit slozky y;+ = 1 pro libovolné i* € argmin, ¢; a y; = 0 pro vSechna i # i*).

Poznamenejme (i kdyz se to v zadani nechtélo), ze opt. hodnota tilohy jde napsat vzorcem jako Z_‘Igi;lo bi/a;.
(3b) K uloze napiste dudlni tulohu.

To je snadné dle navodu ve skriptech (zac. kapitoly 15). Na levé strané napiSeme primdr a na pravé dual:

min bTx max 2
zp. alx=1 zp. z€R
x>0 az<b

Pozn. (nebylo v zadani): vS§imnéte si, Ze optimalni hodnotu dudlu najdeme tivahou snadnéji nez opt. hodnotu
primaru: hledame nejvétsi ¢islo z spliujici a;z < b; pro vsechna v = 1,...,n, kde dle predpokladu a;,b; > 0.

Max. pocet bodu: 40



