
Zkouška OPT 5.2.2025 Jméno: Př́ıjmeńı:

Řešeńı pǐste do připravených mezer. Odevzdává se pouze tento čistopis, tvořený dvěma oddělenými listy.
Každý př́ıklad muśı mı́t nejen odpověd’, ale i postup. Odpověd’ bez postupu nestač́ı.

1. (3b) Máme elipsu s délkami poloos a, b. Do této elipsy chceme vepsat obdélńık s maximálńım obsahem.
Předpokládejte přitom, že strany obdélńıku jsou rovnoběžné s osami elipsy. Jaký obsah bude mı́t tento obdélńık?

Rovnice elipsy: (x/a)2 + (y/b)2 = 1. Uvažujeme jen čtvrtinu elipsy x, y ≥ 0. Pak y = b
√
1− (x/a)2. Obsah

čtvrtiny obdélńıka je xy = xb
√
1− (x/a)2. Najdeme minimum této fce jedné proměnné. Vyjde x = a/

√
2,

y = b/
√
2. Tedy obsah čtvrtiny obélńıka je ab/2, obsah celého obdélńıka 2ab.

2. (2b) Hledáme obdélńık s nejmenš́ım obvodem, který má jednu stranu rovnoběžnou s osou x, druhou stranu
rovnoběnou s osou y, a obsahuje dané body (x1, y1), . . . , (xn, yn) ∈ R2. Najděte vzorce pro délky a, b stran
tohoto obdélńıka (muśı to být opravdu vzorce, nikoliv jen slovńı popis jak spoč́ıtat a, b).

Rozpadá se na dvě nezávislé úlohy, pro každou souřadnici jednu: a = maxi xi −mini xi, b = maxi yi −mini yi

3. (2b) Napǐste vzorec pro gradient funkce f(x) = xTAy+bTx+∥x−y∥2, kde A ∈ Rn×n a b,y ∈ Rn jsou dány.

Nejdř́ıv spočteme totálńı derivaci. K tomu muśıme členy, které jsou lineárńı funkce vektoru x, dát do tvaru
aTx kde a je nějaký vektor: derivace tohoto členu bude pak aT . To se vlastně týká jen členu xTAy, který tedy
ekvivalentně naṕı̌seme jako (Ay)Tx. Pro derivaci posledńıho členu použijeme pravidlo pro derivaci eukleidovské
normy a řet́ızkové pravidlo. Totálńı derivace tedy je f ′(x) = (Ay)T + bT + (x− y)T /∥x− y∥2. Gradient bude
jej́ı transpozice, tedy ∇f(x) = Ay + b+ (x− y)/∥x− y∥2.
Všimněte si: y neńı proměnná (jak by se mohlo zdát), ale konstanta, podle něj tedy nederivujeme.

4. (3b) Máme funkci f(x) = xT (Ax+b), kde matice A ∈ Rn×n (ne nutně symetrická) a vektor b ∈ Rn jsou dány.
Napǐste postup (posloupnost krok̊u), jak na základě vlastnost́ı A a b naj́ıt na množině Rn všechny extrémy
této funkce a rozhodnout, o jaký extrém se jedná (minima/maxima, lokálńı/globálńı).

Roznásob́ıme závorku, což dá f(x) = xTAx+bTx. To je kvadratická funkce, vše co potřebujete je tedy v §6.4
skript. Nebo úlohu m̊užeme vidět jako vyšetřováńı volných extrém̊u diferencovatelné funkce, o čemž je §10.1.
Možný postup:

1 Hodnota kvadratické formy xTAx záviśı jen na symetrické části matice A, pro pohodĺı tedy budeme nadále
použ́ıvat jen tuto symetrickou část S = (A+AT )/2. Ted’ tedy vyšetřujeme funkci f(x) = xTSx+ bTx.

2 Najdeme stacionárńı bod/body: polož́ıme derivaci rovnou nule, 0T = d
dx(x

TSx + bTx) = 2xTS + bT , po
transpozici a úpravě Sx = −b/2 (tuto soustavu lze odvodit i doplněńım na čtverec dle §6.4.1, což je o něco
složitěǰśı). Řešeńı této soustavy jsou stacionárńı body funkce. Jestliže funkce nemá ani jeden stacionárńı
bod (tj. b /∈ rngS), pak funkce nemá extrém. Jestliže má jeden nebo v́ıce (tj. b /∈ rngS), extrémy m̊uže
mı́t nebo nemuśı – to zjist́ıme z definitnosti matice S dále.

3 Jestliže má fce alespoň jeden stacionárńı bod, urč́ıme definitnost matice S (libovolnou metodou, ted’ se nám
ale hod́ı, že matice je symetrická). Jestliže S je positivně [negativně] semidefinitńı, tak všechny stacionárńı
body jsou glbálńı minima [maxima] funkce. Je-li indefinitńı, funkce extrémy nemá (je neomezená shora i
zdola).

5. Je dána funkce f : R2 → R předpisem f(x, y) = x2 + 4xy + y2.

(a) (1b) Najděte symetrickou matici A tak aby f(x) = xTAx, kde x = (x, y) ∈ R2. A =

[
1 2
2 1

]
(b) (2b) Rozhodněte, zda má f v počátku maximum, minimum nebo nic z toho. Odpověd’ od̊uvodněte.

Matice A je indefinitńı (vl. č́ısla jsou −1, 3), počátek je tedy jej́ı sedlový bod.

(c) (3b) Najděte ortogonálńı matici U a konstanty a, b tak, aby pro každé x, y ∈ R platilo f(x, y) = au2+ bv2,

kde

[
u
v

]
= U

[
x
y

]
.

Toto je o interpretaci spektrálńıho rozkladu symetrické matice (vzorec (6.18) ve skriptech a text pod ńım):
a = −1 a b = 3 jsou vl. č́ısla matice A, sloupce U jsou normalizované vl. vektory 1/

√
2(−1, 1) a 1/

√
2(1, 1).



6. (3b) Máme dvě kuželosečky {x ∈ R2 | xTAx = 1 } a {x ∈ R2 | xTBx = 1 }, kde A,B ∈ R2×2 jsou dané
symetrické regulárńı matice. Hledáme pr̊useč́ık těchto kuželoseček Newtonovou metodou. Napǐste iteraci metody
(tj. vzorec, jak se spoč́ıtá př́ı̌st́ı odhad pr̊useč́ıku z aktuálńıho odhadu).

Řeš́ıme nelineárńı soustavu g(x) = 0 kde zobrazeńı g : R2 → R2 a jeho derivace jsou

g(x) =

[
xTAx− 1
xTBx− 1

]
∈ R2, g′(x) = 2

[
xTA
xTB

]
∈ R2×2.

Iterace pak bude známý vzorec xk+1 = xk − g′(xk)
−1g(xk).

7. (3b) Jsou dány obdélńıková úzká matice C, obdélńıková široká matice A a vektor b. Minimalizujeme výraz
∥Cx∥2 za podmı́nky Ax = b přes proměnné x ∈ Rn. Najděte řešeńı úlohy; toto řešeńı muśı být jediný vzorec
(použ́ıvaj́ıćı maticové operace) pro optimálńı x. Použijte metodu Lagrangeových multiplikátor̊u. Předpokládejte,
že inverze všech čtvercových matic, které budete potřebovat, existuj́ı.

Je d̊uležité mı́sto výrazu ∥Cx∥2 minimalizovat jeho čtverec ∥Cx∥22 = xTCTCx (což je pouhá kvadratická
forma), protože odmocnina by nám to velmi zkomplikovala (stejný trik jsme použili opakovaně v metodě
nejmenš́ıch čtverc̊u). Ještě lépe je (ale to už neńı kritické) minimalizovat výraz 1

2∥Cx∥22, aby nám derivace
vyšla bez dvojky (to se taky ve skriptech použilo).

Lagr. funkce L(x,λ) = 1
2∥Cx∥22 + λT (b−Ax), podmı́nky rvńıho řádu jsou

Lx(x,λ)
T = CTCx−ATλA = 0

Ax = b

Tuto soustavu řeš́ıme pro proměnné (x,λ). Z prvńı rovnice máme x = (CTC)−1ATλ (kde inverze čtvercové
matice CTC dle předpokladu existuje), dosazeńım do druhé máme A(CTC)−1ATλ = b. Z toho dostaneme λ
a dosad́ıme do rovnice výše, výsledek x = (CTC)−1AT [A(CTC)−1AT ]−1b.

8. Máme množinu { (x, y) ∈ R2 | min{x2 + y2, (x− 1)2 + y2} ≤ 1 }.

(a) (3b) Načrtněte množinu (jej́ı hranici plnou čarou, jej́ı vnitřek vyšrafujte).
Nápověda: nepoplet’te si minimum s maximem.

Zde je kĺıčové si uvědomit, že tvrzeńı min{a, b} ≤ c (pro a, b, c ∈ R) je ekvivalentńı tvrzeńı (a ≤ c)∨ (b ≤ c).
(Kdo to nevid́ı, ujasńı si to např. tak, že si r̊uzné trojice č́ısel a, b, c kresĺı na č́ıselnou osu. Pozor: neplést
s tvrzeńım max{a, b} ≤ c, které je ekvivalentńı tvrzeńı (a ≤ c) ∧ (b ≤ c).) Tedy libovolný bod (x, y) ∈ R2

patř́ı do množiny, jestliže splňuje x2 + y2 ≤ 1 nebo (x− 1)2 + y2 ≤ 1 (v nevylučovaćım smyslu, tedy klidně
i oboj́ı). Tedy množina je sjednoceni dvou kruh̊u s poloměrem 1 a středy (0, 0) a (1, 0).

(b) (3b) Je množina konvexńı? Svou odpověd’ dokažte algebraicky z definice konvexńı množiny (neformálńı
argument pomoćı obrázku nestač́ı).

Z obrázku ihned vid́ıme, že sjednoceńı uvedených kruh̊u konvexńı neńı. K algebraickému d̊ukazu stač́ı
naj́ıt dva body (x, y) a (x′, y′) a skalár 0 < α < 1 tak, aby oba body byly v množině, ale bod (1 −
α)(x, y) + α(x′, y′) v ńı nebyl. S pomoćı obrázku m̊užeme zvolit např. (x, y) = (0, 1) a (x′, y′) = (1, 1)
a α = 1

2 , tedy bod (1 − α)(x, y) + α(x′, y′) = (12 , 1) je v polovině jejich spojnice. Tento bod v množině
neńı, což je patrno z obrázku. Muśıme to ale taky dokázat algebraicky: pro bod (x, y) = (12 , 1) podmı́nka
min{x2 + y2, (x− 1)2 + y2} = min{1

4 + 1, 14 + 1} = 5
4 ≤ 1 neńı splněna.

9. (4b) Minimalizujeme funkci f(x) = ∥Ax− b∥∞ + ∥x∥1 na množině Rn. Transformujte tuto úlohu na lineárńı
program.

Skoro stejné jako Cvičeńı 12.4h ve skriptech. Je třeba zkombinovat dva obraty, které jsme použili při převodu
minimalizace max-normy a 1-normy na lineárńı program (skripta §12.4.2). Výsledek (zapsán ve vektorové
formě): min{ y + 1T z | − y1 ≤ Ax− b ≤ y1, x ≤ z ≤ x, x ∈ Rn, y ∈ R, z ∈ Rn }



10. Máme úlohu min{bTx | x ∈ Rn, aTx = 1, x ≥ 0 }, kde a,b ∈ Rn jsou dané vektory s nezápornými složkami.

(a) (2b) Pro jaká a,b má úloha optimálńı řešeńı? Odpověd’ podrobně od̊uvodněte.

Úloha LP má (aspoň jedno) optimálńı řešeńı, právě když je př́ıpustná (tj. množina př́ıustných řešeńı je
neprázdná) a omezená (tj. účelová funkce je na množině př́ıp. řešeńı zdola omezená).

To prvńı plat́ı právě když a ̸= 0 (tj. aspoň jedno č́ıslo ai je nenulové), jinak by podmı́nka aTx = 1 nešla
splnit.

Je-li a ̸= 0, pak je účelová funkce na množině př́ıpustných řešeńı vždy zdola omezená, protože pro každé
b ≥ 0 a x ≥ x je vždy bTx ≥ 0.

(b) (3b) Má-li úloha optimálńı řešeńı, najděte ho úvahou a popǐste, jak se spoč́ıtá. Svoji úvahu vysvětlete.

Neřeklo se, že muśıme naj́ıt všechna optimálńı řešeńı, stač́ı tedy nalézt jen jedno libovolné. Úlohu vyřeš́ıme
tak, že ji jednoduchou substitućı proměnných převedeme na úlohu, kterou dobře známe.

Nejdř́ıve si všimneme, že když pro nějaké i je ai = 0, tak proměnná xi v podmı́nce aTx = 1 nevystupuje a
proto v optimu bude xi = 0, protože zvětšeńım xi by se úč. fce zhoršila (jestliže bi ≥ 0) nebo aspoň nezlepšila
(pokud bi = 0). Tedy m̊užeme dále uvažovat jen ty indexy i pro které ai > 0. Dále tedy předpokládáme, že
jsme z vektor̊u a,b již odstranily složky, pro které je ai = 0 (a tedy máme ai > 0 pro všechna i).

Ted’ m̊užeme udělat substituci xi = yi/ai, tj. yi = aixi. Úloha se t́ım změńı na ekvivalentńı úlohu
min{ cTy | y ∈ Rn, 1Ty = 1, y ≥ 0 }, kde tedy ci = bi/ai. Tuto úlohu dobře známe (jej́ı opt. řešeńı
bude mı́t složky yi∗ = 1 pro libovolné i∗ ∈ argmini ci a yi = 0 pro všechna i ̸= i∗).

Poznamenejme (i když se to v zadáńı nechtělo), že opt. hodnota úlohy jde napsat vzorcem jako min
i | ai ̸=0

bi/ai.

(c) (3b) K úloze napǐste duálńı úlohu.

To je snadné dle návodu ve skriptech (zač. kapitoly 15). Na levé straně naṕı̌seme primár a na pravé duál:

min bTx max z
z.p. aTx = 1 z.p. z ∈ R

x ≥ 0 az ≤ b

Pozn. (nebylo v zadáńı): všimněte si, že optimálńı hodnotu duálu najdeme úvahou snadněji než opt. hodnotu
primáru: hledáme největš́ı č́ıslo z splňuj́ıćı aiz ≤ bi pro všechna i = 1, . . . , n, kde dle předpokladu ai, bi ≥ 0.

Max. počet bod̊u: 40


