Zkouska OPT 12.2.2025 Jméno: Ptijmeni:

Reseni piste do pripravenych mezer. Odevzdéva se pouze tento Cistopis, tvoFeny dvéma oddélenymi listy.
Kazdy piiklad musi mit nejen odpovéd, ale i postup. Odpovéd bez postupu nestaci.

1. Drat o délce 2 chceme prestiihnout na dva kusy, pficemz jeden kus chceme ohnout do tvaru ¢tverce a druhy do
tvaru rovnostranného trojuhelniku. Kde (pokud viubec) musime drét prestfihnout, aby soucet obsahu ¢tverce
a trojuhelniku byl

(a)

(b)

(2b) co nejmensi,
Necht mé kus drétu pro ¢tverec délku x a kus dratu pro trojihelnik délku 2 — x. Tedy ¢tverec mé stranu
x/4 a obsah x? /16. Obsah rovnostr. trojiihelnika o strané a je /3a?/4, tedy trojiihelnik ma stranu (2 —x)/3
a obsah v/3(2 — x)2/36. Tedy celkovy obsah a jeho derivace je
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Madme najit minimum funkce A na intervalu [0,2]. Funkce A je kvadratickd, je navic konvexni neb druhd
derivace je kladna.
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globalni minimum na intervalu [0, 2] nenf na kraji intervalu, ale neni.

(2b) co nejvetsi?
Maximum se bude nabyvat v jednom z bodi x = 0 nebo x = 2, zkouskou je to x = 2. Tedy maximum
obsahu bude, kdyz drat nestrihneme a cely ho ohneme do c¢tverce.

Stacionarni bod x =

~ 0.8699 je globalni minimum fce A na R. Musime zkontrolovat, jestli

2. Hledédme vzddlenost bodu (2, 1) od mnoziny { (z,y) € R? |22 =y }.

(a)

(1b) Formulujte ilohu. Musi byt zfejmé, co jsou proménné, co ucelové funkce a co omezujici podminky.
Minimalizuj (z — 2)? + (y — 1)? za podminky x> = y pies proménné x,y € R.

Pozn: Mohli bychom ekvivalentné minimalizovat \/(z — 2)2 + (y — 1)2, to by ale zeslozitilo fesen{ tilohy a
vymstilo by se nam to pii formulaci Newtonovy iterace.

(2b) Zjednoduste formulaci na minimalizaci funkce jedné proménné bez omezeni.

Minimalizuj f(z) = (z — 2)% + (2? — 1)?

(3b) Funkci z podikolu (b) chceme minimalizovat Newtonovu metodou. Napiste vzorec pro iteraci metody
(tedy jak se spocita piisti odhad z aktudlniho odhadu). Vzorec smi obsahovat jen operace plus, minus, krét,
déleno a mocnéni pfirozenym ¢&islem.

fl(x) =2(z — 2) + 4z(2? — 1) = 2(22° — 2 — 2)

f'(@) = 2(62> — 1)

v ax— fl(2))f'(x) =2 — (223 — 2 —2)/(62% — 1) = (42> + 2)/(62% — 1)

3. (2b) Najdéte ortogondlni projektor na podprostor { (z1, 2o, z3,24) € R* | o1 + 23 =0},

Jednd se o podprostor dimenze 3 prostoru R*. Nenf definovan bazi, ale soustavou linearnich homogennich rovnic,
zde jen jedinou rovnici a’x = 0 kde a = (1,0,1,0). Mohli bychom najit néjakou bézi toho podprostoru a z toho
projektor spocitat. Rychlejsi ale je postupovat pres ortogonalni doplnék, jehoz baze je vektor a. Projektor na
tento ort. doplnék je P’ = aa’ /(a”a) a projektor na piivodni podprostor je
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4. (3b) Napiste vzorec pro (totalni) derivaci funkce f(x) = g(x)?Ag(x), kde A € R™*™ je dand symetrickd
matice a g: R" — R™ je dané diferencovatelné zobrazeni (jehoz derivace v bodé x € R™ je g(x)).

Jedna se o slozeninu funkci y' Ay a 'y = g(x). Retizkovym pravidlem tedy mame f'(x) = 2g(x)T Ag'(x).



5. Mé&jme funkei f(z,y) = 23 + 3> — 3zy.

(a) (1b) Najdéte vsechny staciondrni body funkce f.
f'(z,y) =3[z — y y*> — x]. Dva body (0,0) a (1,1).
(b) (2b) Pro kazdy staciondrni bod funkce f urcete, zda je to lokélni extrém a piipadné jaky.

f”(m,y)z[éﬁ) 63] f”(o,O)z[_O3 03]7 f”(l,l)Z[_GS 63].

V bode (0,0) jsou vlastni ¢isla Hessianu +3, tedy sedlo.
V bode (1,1) jsou vlastni ¢isla Hessianu {3,9}, tedy lokdlni minimum.

(c) (2b) Najdéte Tayloruv polynom prvniho stupné funkce f v bodé (1,2). Vysledny vzorec upravte do
skalarniho tvaru (tj. nesmi obsahovat matice a vektory) a zjednoduste ho.
f(17 2) - 37 f/(17 2) - (_37 9)7 T(ll’g)('%a y) =3z + 9y —12

(d) (1b) Najdéte smérovou derivaci funkce f v bodé (1,2) ve sméru (—1,1).
Smérové derivace je 12. Pokud ale nékdo smér (—1, 1) nejprve normalizoval na (—1,1)/v/2 a vyslo mu tedy
12//2, taky to uzname (i kdy# v tomto predmétu jsme smérovou derivaci definovali i pro nenormalizované
sméry).

6. (4b) Najdéte feseni x* € R™ soustavy rovnic Ax = b, jehoz Mahalanobisova norma je minimélni. Matice
A € R™ ™ m§ linedrné nezdvislé fadky. Mahalanobisova norma vektoru x € R” je ||x|c = VxTC~1x, kde C
je positivné definitni (kovarian¢ni) matice. Vysledek piikladu bude jediny vzorec, jak spocitat x* z A, b, C.
Minimalizujme %XTC”X (kde jsme oddélali odmocninu aby to nevyslo slozité, dale jsme pridalo % aby nas dale
neotravovala dvojka) za podminky Ax = b. Lagrangeova funkce L(x,\) = %XTCflx —AT(b - Ax), podminky
prvniho radu

Ly=x"C'-ATA=0
Ax=D
Prvni podminku transponujeme a vyadiime z ni x = CATX. Dosadime do druhé, ACA” X\ = b, z ¢ehoz
A = (ACAT)"b. To dosadime zpét do vzorce vyse a mame x = CAT(ACAT)"'b.

Vsimnéte si, ze pro C = I se vysledek redukuje na feSeni nedourc¢ené soustavy s nejmensi (euklidovskou) normou
x = AT(AAT) b, ktery zndte ze skript.
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7. Médme matici A = [ ] . Nasledujici podikoly vyfeste numericky a napiste i postup.

0 1 1
(a) (1b) Spoctéte singularni ¢isla matice A.
(b) (2b) Spoctéte redukovany singuldrni rozklad (SVD) matice A.

Redukovany SVD mé tvar A = USVT, kde U,S € R?*2 a4 V € R?*3. PouzZijeme vztah mezi spektralnim

rozkladem a SVD: AAT = US?U7”| coz je spektralni rozklad matice AAT = [(1) g] Protoze AAT uz je
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diagonalni, mame ho bez pocitani: S* = [O 2} al= [0 1]. Tedy S = [O \/5] a singularni ¢isla tedy
. - 1 0 0
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jsou V2 a 1. Matici V dopocitame ze vzorce A = USV': V! =S U'A = {O 1/\@ 1/\/5}

Jesté muzeme (ale neni to nutné) srovnat sing. ¢isla na diagondle S sestupné (prohodime je a prohodime

) o 1] o [V2 0] [0 1/V2 1/V2
také sloupce U a V), tedyU—[1 0],8—[0 1],V _[1 0 NE

Naknec je dobré zkontrolovat, ze opravdu A = USVT.
(¢) (1b) Najdéte matici hodnosti 2, kterd je nejblize (ve smyslu Frobeniovy normy) matici A.
Je to matice A, protoze ta ma uz hodnost 2.
(d) (2b) Najdéte matici hodnosti 1, kterd je nejblize (ve smyslu Frobeniovy normy) matici A.
V2 0
0

PohodIné je pouzit Eckart-Younga: kyZend matice je A' = US'V' kde S’ = [ O} , tedy A = [O L1l



8. Jsou dany vektory ai,...,a,, € R" a ¢isla by,...,bn,c € R. Mame funkci f: R™ — R definovanou vzorcem
f(x)=>", g(al'x — b;), kde funkce g: R — R je definovdna jako

2—y kdyzy <ec,
9(y) = )
2y —1 kdyzy > c.

(a) (1b) Nacrtnéte graf funkce g pro hodnotu ¢ = 1.

(b) (2b) Pro ¢ =1 formulujte minimalizaci funkce f jako linedrni program. Pokud to nejde, oduvodnéte.
Funkce g je spojita (protoze 2 —y = 2y — 1 ma reseni y = 1 = ¢) a muzeme ji napsat jako maximum dvou
afinnich funkei: g(y) = max{2—y, 2y—1}. Tedy minimalizujeme f(x) = Y, max{2—a] x+b;, 2al x—2b;,—1}.
To jde napsat jako LP zavedenim pomocnych promennych (viz skripta): minimalizujeme ), z; za podminek
2 — a;fFX +b <z a QaiTx —2b; — 1 < z;, pres promenne x € R" a z € R™,

Toto LP jde take napsat jeste jinak, napr. muzeme zavest jeste pomocne promenne ¥;, pak minimalizujeme
>.; % za podminek 2 —y; < z a2y, —1 <z ay = aZ-TX — b;, pres promenne x € R" ay,z € R™.

(¢) (1b) Nacrtnéte graf funkce g pro hodnotu ¢ = 0.

(d) (2b) Pro ¢ = 0 formulujte minimalizaci funkce f jako linedrni program. Pokud to nejde, oduvodnéte.

V tomto pripade je funkce g v bode ¢ = 0 nespojita a proto nejde napsat jako maximum nejakych afinnich
funkci (jiny argument je, ze je nekonvexni kvuli nespojitosti). Proto minimalizace f nejde napsat jako LP.

9. (3b) Chceme zjistit, zda funkce f: R® — R dand vzorcem f(x) = x’x je vektorovd norma. Za timto icelem
pro kazdy z axiomu normy uved'te, zda jej funkce f spliiuje ¢i nespliiuje, a své odpovédi dokazte.
Axiom ||x|| =0 = x = 0 spliiuje, neb x'x = 2 +--- + 22 = 0 zjevné plati jen pro x = 0.
Positivni homogenitu nesplnuje: f(ax) # |\ f(x).
Trojiihelnikovou nerovnost nespliuje: (x +y)T(x +y) < xT'x + yly se dd upravit na x'y < 0, coz zjevné
neplati pro kazdé x,y (protipriklad jex =y = (1,1)).

Max. pocet bodu: 40



