
Zkouška OPT 12.2.2025 Jméno: Př́ıjmeńı:

Řešeńı pǐste do připravených mezer. Odevzdává se pouze tento čistopis, tvořený dvěma oddělenými listy.
Každý př́ıklad muśı mı́t nejen odpověd’, ale i postup. Odpověd’ bez postupu nestač́ı.

1. Drát o délce 2 chceme přestřihnout na dva kusy, přičemž jeden kus chceme ohnout do tvaru čtverce a druhý do
tvaru rovnostranného trojúhelńıku. Kde (pokud v̊ubec) muśıme drát přestřihnout, aby součet obsah̊u čtverce
a trojúhelńıku byl

(a) (2b) co nejmenš́ı,

Necht’ má kus drátu pro čtverec délku x a kus drátu pro trojúhelńık délku 2 − x. Tedy čtverec má stranu
x/4 a obsah x2/16. Obsah rovnostr. trojúhelńıka o straně a je

√
3a2/4, tedy trojúhelńık má stranu (2−x)/3

a obsah
√
3(2− x)2/36. Tedy celkový obsah a jeho derivace je
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Máme naj́ıt minimum funkce A na intervalu [0, 2]. Funkce A je kvadratická, je nav́ıc konvexńı neb druhá
derivace je kladná.

Stacionárńı bod x = 8
√
3

9+4
√
3
= 8

3
√
3+4
≈ 0.8699 je globálńı minimum fce A na R. Muśıme zkontrolovat, jestli

globálńı minimum na intervalu [0, 2] neńı na kraji intervalu, ale neńı.

(b) (2b) co největš́ı?

Maximum se bude nabývat v jednom z bod̊u x = 0 nebo x = 2, zkouškou je to x = 2. Tedy maximum
obsahu bude, když drát nestřihneme a celý ho ohneme do čtverce.

2. Hledáme vzdálenost bodu (2, 1) od množiny { (x, y) ∈ R2 | x2 = y }.

(a) (1b) Formulujte úlohu. Muśı být zřejmé, co jsou proměnné, co účelová funkce a co omezuj́ıćı podmı́nky.

Minimalizuj (x− 2)2 + (y − 1)2 za podmı́nky x2 = y přes proměnné x, y ∈ R.
Pozn: Mohli bychom ekvivalentně minimalizovat

√
(x− 2)2 + (y − 1)2, to by ale zesložitilo řešeńı úlohy a

vymstilo by se nám to při formulaci Newtonovy iterace.

(b) (2b) Zjednodušte formulaci na minimalizaci funkce jedné proměnné bez omezeńı.

Minimalizuj f(x) = (x− 2)2 + (x2 − 1)2

(c) (3b) Funkci z podúkolu (b) chceme minimalizovat Newtonovu metodou. Napǐste vzorec pro iteraci metody
(tedy jak se spoč́ıtá př́ı̌st́ı odhad z aktuálńıho odhadu). Vzorec smı́ obsahovat jen operace plus, mı́nus, krát,
děleno a mocněńı přirozeným č́ıslem.

f ′(x) = 2(x− 2) + 4x(x2 − 1) = 2(2x3 − x− 2)
f ′′(x) = 2(6x2 − 1)
x← x− f ′(x)/f ′′(x) = x− (2x3 − x− 2)/(6x2 − 1) = (4x3 + 2)/(6x2 − 1)

3. (2b) Najděte ortogonálńı projektor na podprostor { (x1, x2, x3, x4) ∈ R4 | x1 + x3 = 0 }.
Jedná se o podprostor dimenze 3 prostoru R4. Neńı definován báźı, ale soustavou lineárńıch homogenńıch rovnic,
zde jen jedinou rovnićı aTx = 0 kde a = (1, 0, 1, 0). Mohli bychom naj́ıt nějakou bázi toho podprostoru a z toho
projektor spoč́ıtat. Rychleǰśı ale je postupovat přes ortogonálńı doplněk, jehož báze je vektor a. Projektor na
tento ort. doplněk je P′ = aaT /(aTa) a projektor na p̊uvodńı podprostor je

P = I−P′ = I− 1
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4. (3b) Napǐste vzorec pro (totálńı) derivaci funkce f(x) = g(x)TAg(x), kde A ∈ Rm×m je daná symetrická

matice a g: Rn → Rm je dané diferencovatelné zobrazeńı (jehož derivace v bodě x ∈ Rn je g′(x)).

Jedná se o složeninu funkćı yTAy a y = g(x). Řet́ızkovým pravidlem tedy máme f ′(x) = 2g(x)TAg′(x).



5. Mějme funkci f(x, y) = x3 + y3 − 3xy.

(a) (1b) Najděte všechny stacionárńı body funkce f .

f ′(x, y) = 3[x2 − y y2 − x]. Dva body (0, 0) a (1, 1).

(b) (2b) Pro každý stacionárńı bod funkce f určete, zda je to lokálńı extrém a př́ıpadně jaký.

f ′′(x, y) =

[
6x −3
−3 6y

]
, f ′′(0, 0) =

[
0 −3
−3 0

]
, f ′′(1, 1) =

[
6 −3
−3 6

]
.

V bode (0, 0) jsou vlastńı č́ısla Hessiánu ±3, tedy sedlo.
V bode (1, 1) jsou vlastńı č́ısla Hessiánu {3, 9}, tedy lokálńı minimum.

(c) (2b) Najděte Taylor̊uv polynom prvńıho stupně funkce f v bodě (1, 2). Výsledný vzorec upravte do
skalárńıho tvaru (tj. nesmı́ obsahovat matice a vektory) a zjednodušte ho.

f(1, 2) = 3, f ′(1, 2) = (−3, 9), T 1
(1,2)(x, y) = −3x+ 9y − 12

(d) (1b) Najděte směrovou derivaci funkce f v bodě (1, 2) ve směru (−1, 1).
Směrová derivace je 12. Pokud ale někdo směr (−1, 1) nejprve normalizoval na (−1, 1)/

√
2 a vyšlo mu tedy

12/
√
2, taky to uznáme (i když v tomto předmětu jsme směrovou derivaci definovali i pro nenormalizované

směry).

6. (4b) Najděte řešeńı x∗ ∈ Rn soustavy rovnic Ax = b, jehož Mahalanobisova norma je minimálńı. Matice
A ∈ Rm×n má lineárně nezávislé řádky. Mahalanobisova norma vektoru x ∈ Rn je ∥x∥C =

√
xTC−1x, kde C

je positivně definitńı (kovariančńı) matice. Výsledek př́ıkladu bude jediný vzorec, jak spoč́ıtat x∗ z A,b,C.

Minimalizujme 1
2x

TC−1x (kde jsme oddělali odmocninu aby to nevyšlo složité, dále jsme přidalo 1
2 aby nás dále

neotravovala dvojka) za podmı́nky Ax = b. Lagrangeova funkce L(x,λ) = 1
2x

TC−1x−λT (b−Ax), podmı́nky
prvńıho řádu

Lx = xTC−1 − λTA = 0

Ax = b

Prvńı podmı́nku transponujeme a vyádř́ıme z ńı x = CATλ. Dosad́ıme do druhé, ACATλ = b, z čehož
λ = (ACAT )−1b. To dosad́ıme zpět do vzorce výše a máme x = CAT (ACAT )−1b.

Všimněte si, že pro C = I se výsledek redukuje na řešeńı nedourčené soustavy s nejmenš́ı (euklidovskou) normou
x = AT (AAT )−1b, který znáte ze skript.

7. Máme matici A =

[
1 0 0
0 1 1

]
. Následuj́ıćı podúkoly vyřešte numericky a napǐste i postup.

(a) (1b) Spočtěte singulárńı č́ısla matice A.

(b) (2b) Spočtěte redukovaný singulárńı rozklad (SVD) matice A.

Redukovaný SVD má tvar A = USVT , kde U,S ∈ R2×2 a V ∈ R2×3. Použijeme vztah mezi spektrálńım

rozkladem a SVD: AAT = US2UT , což je spektrálńı rozklad matice AAT =

[
1 0
0 2

]
. Protože AAT už je

diagonálńı, máme ho bez poč́ıtáńı: S2 =

[
1 0
0 2

]
a U =

[
1 0
0 1

]
. Tedy S =

[
1 0

0
√
2

]
a singulárńı č́ısla tedy

jsou
√
2 a 1. Matici V dopoč́ıtáme ze vzorce A = USVT : VT = S−1UTA =

[
1 0 0

0 1/
√
2 1/

√
2

]
.

Ještě m̊užeme (ale neńı to nutné) srovnat sing. č́ısla na diagonále S sestupně (prohod́ıme je a prohod́ıme

také sloupce U a V), tedy U =

[
0 1
1 0

]
, S =

[√
2 0
0 1

]
, VT =

[
0 1/

√
2 1/

√
2

1 0 0

]
.

Naknec je dobré zkontrolovat, že opravdu A = USVT .

(c) (1b) Najděte matici hodnosti 2, která je nejbĺıže (ve smyslu Frobeniovy normy) matici A.

Je to matice A, protože ta má už hodnost 2.

(d) (2b) Najděte matici hodnosti 1, která je nejbĺıže (ve smyslu Frobeniovy normy) matici A.

Pohodlné je použ́ıt Eckart-Younga: kýžená matice je A′ = US′V′ kde S′ =

[√
2 0
0 0

]
, tedy A′ =

[
0 0 0
0 1 1

]
.



8. Jsou dány vektory a1, . . . ,am ∈ Rn a č́ısla b1, . . . , bm, c ∈ R. Máme funkci f : Rn → R definovanou vzorcem
f(x) =

∑m
i=1 g(a

T
i x− bi), kde funkce g : R→ R je definována jako

g(y) =

{
2− y když y < c,

2y − 1 když y ≥ c.

(a) (1b) Načrtněte graf funkce g pro hodnotu c = 1.

(b) (2b) Pro c = 1 formulujte minimalizaci funkce f jako lineárńı program. Pokud to nejde, od̊uvodněte.

Funkce g je spojita (protoze 2− y = 2y − 1 ma reseni y = 1 = c) a muzeme ji napsat jako maximum dvou
afinnich funkci: g(y) = max{2−y, 2y−1}. Tedy minimalizujeme f(x) =

∑
imax{2−aTi x+bi, 2a

T
i x−2bi−1}.

To jde napsat jako LP zavedenim pomocnych promennych (viz skripta): minimalizujeme
∑

i zi za podminek
2− aTi x+ bi ≤ zi a 2aTi x− 2bi − 1 ≤ zi, pres promenne x ∈ Rn a z ∈ Rm.

Toto LP jde take napsat jeste jinak, napr. muzeme zavest jeste pomocne promenne yi, pak minimalizujeme∑
i zi za podminek 2− yi ≤ zi a 2yi − 1 ≤ zi a yi = aTi x− bi, pres promenne x ∈ Rn a y, z ∈ Rm.

(c) (1b) Načrtněte graf funkce g pro hodnotu c = 0.

(d) (2b) Pro c = 0 formulujte minimalizaci funkce f jako lineárńı program. Pokud to nejde, od̊uvodněte.

V tomto pripade je funkce g v bode c = 0 nespojita a proto nejde napsat jako maximum nejakych afinnich
funkci (jiny argument je, ze je nekonvexni kvuli nespojitosti). Proto minimalizace f nejde napsat jako LP.

9. (3b) Chceme zjistit, zda funkce f : Rn → R daná vzorcem f(x) = xTx je vektorová norma. Za t́ımto účelem
pro každý z axiomů normy uved’te, zda jej funkce f splňuje či nesplňuje, a své odpověd’i dokažte.

Axiom ∥x∥ = 0 =⇒ x = 0 splňuje, neb xTx = x21 + · · ·+ x2n = 0 zjevně plat́ı jen pro x = 0.

Positivńı homogenitu nesplňuje: f(αx) ̸= |λ|f(x).
Trojúhelńıkovou nerovnost nesplňuje: (x + y)T (x + y) ≤ xTx + yTy se dá upravit na xTy ≤ 0, což zjevně
neplat́ı pro každé x,y (protipř́ıklad je x = y = (1, 1)).

Max. počet bod̊u: 40


