Vzorové otazky na zkousku
(http://cmp.felk.cvut.cz/cmp/courses/recognition/Exam-questions/exam-questions.pdf)

1. Definujte stredni ztratu strategie. Definujte vyznam v§ech pouzitych symbolu.

Pro strategii q(x): X -> D, kde X je prostor vSech mozZnych pozorovani a D je prostor viech
moznych rozhodnuti definujeme stfedni ztratu R(q) jako

R(q) = Sum, . x Sum,« p(x,k)*W(k, q(x)),

kde p(x,k) je sdruzena pravdépodobnost toho, Zze budeme pozorovat x pfi tfidé k,

aW(k, d): Kx D -> R je ztrata za rozhodnuti d pfi tfidé k, a s€itame pfes vSechny kombinace
pozorovani a tfid.

2. Kdy nelze rozpoznavaci ulohu modelovat jako minimalizaci stiredni ztraty, t.j. jaka
jsou omezeni Bayesovské ulohy rozpoznavani?

Kdyz nezname pravdépodobnosti p(x,k), kdyz nelze urcit smysluplna ztratova funkce W,
nebo kdyz hraje zasadni roli €as rozhodnuti a cena pozorovani (pocita se s tim, Ze vSechna
pozorovani jsou pfedem znama).

3. Kde se stava rozhodovani podle minima stredni ztraty rozhodovanim dle minima
aposteriorni pravdépodobnosti?

Doufam, Ze je tam pfeklep a ma tam byt “podle maxima aposteriorni pravdépodobnosti®, pak
bych odpovédél, pokud mame 0/1 ztratovou funkci, tj. za spravné ohodnocenou tfidu
neplatime Zadnou ztratu a za vSechny druhy chyb platime ztratu 1.

Parcialni riziko R(x, q) = Sumy, « p(k|x)*"W(k, q(x)) = Sum. 4=« P(K|X)*1 = 1 - p(k = q(x)|x).
Chceme min R(x, q), coz dosahneme maximalizaci p(k = q(x)|x), neboli za q(x) volime tfidu k
s nejvétsi apostreriorni pravdépodobnosti.

4. Co je to strategie rozhodovani? Co je to Bayesovska strategie?

Strategie rozhodovani je funkce q(x): X -> D, kde X je prostor vSech moznych pozorovani a
D je prostor vSech moznych rozhodnuti. Pro kazdé pozorovani nam tedy da urcité
rozhodnuti.

Bayesovska strategie je strategie q*, ktera minimalizuje Bayesovskeé riziko R(q) = Sum,, x
Sumy, « P(X,K)*W(k, q(x)), g* = argming. x > o R(q).

5. Odvodte tvar diskriminacni funkce pro problém klasifikace do dvou tfid A, B.
Rozdéleni pravdépodobnosti ve tfidach A i B jsou Gaussovské se stejnou kovarianéni
matici C. Stfedni hodnoty se lisi.

Mame p(x|A) = 1/ sqrt((2*1)°|C|) * exp(- (X - Xa)'C (X - X4) / 2), kde x, z RP je stfedni
hodnota rozdéleni tfidy A, x je z RP, C = C" je z R”P. Podobné pro p(x|B). Hezceji:

p(X‘l) :N (X““l’l? E) — (27’1’)_%—|2|_% 6_%(){_“1)1-2_1(}(_“'1)

(pro druhou tfidu je rozdil jen v y,)

Rozhodujeme podle poméru aposteriornich pravdépodobnosti:
x ohodnotime jako A iff p(A|x)/p(B|x) >= 1

x ohodnotime jako B iff p(A|x)/p(B|x) < 1

Prejdeme k log odds ratio a mame:

x ohodnotime jako A iff In(p(A[x)/p(B|x)) >= 0
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x ohodnotime jako B iff In(p(A|x)/p(B|x)) <0

Vime:

P(X|A)*p(A) = p(x, A) = p(A, x) = p(Alx)"Pp(x)

P(AIX) = p(X|A)*p(A)/p(x) = p(x|A)*p(A), kde p(x) zanedbame (je néco jako konstanta,
respektive dale by se ve zlomku stejné zkratilo)

In(p(x|A)*p(A)/p(x|B)*p(B)) = In(++sertt2ph™teh) * exp(- (x - Xa)'C"(x - Xa) / 2) * p(A) / (+#
sertt2ph>1et) * exp(- (x - Xg)'C(X - Xg) / 2) * p(B))) = - (X - Xa)'C" (X - Xa) / 2 + (X - Xg) 'C(x -
Xg) / 2 + In(p(A)/p(B)) = - ¥67¢ + 2x,C "X - X,C x5 + ¥67% - 2x5C'x + xgC x5 + In(p(A)/p(B)) =
2(xaXg)C X = XaC X + XsC x5 * In(p(A)/p(B)), kde modre je linearni ¢len a'x a cervené je
konstantni ¢len b. Vyuzili jsme C = CT.

Nyni mame f(x) = a'x + b a rozhodujeme:

x ohodnotime jako A iff f(x) >= 0

x ohodnotime jako B iff f(x) < 0

6. Definujte rozpoznavaci ulohu se tfidou 'nevim’ (tzv. reject option). Popiste
Bayesovskou strategii pro tuto ulohu.

Mame mnozinu tfid K. Rozhodnuti definujeme jako D = K U {*nevim”}.

Ztratova funkce W je rozSifena 0/1 funkce:

W(k,d)=0iffk=d

W(k,d)=1iffk!=dad!=“nevim”

W(k, d) = € iff d = “nevim”

€ je ztrata pfi rozhodnuti nevim, v praktickych problémech je 0 < ¢ < 1.
Bayesovska strategie g* pro tuto ulohu je:

Pro kazdé x nalezneme k* = argmin,, x R(x, k) = argmin, , x Sum; - p(i|x) = argmax, , x p(k|x)
g*(x) = k* iff R(x, k*) =1 - p(k*|x) < ¢

g*(x) = “nevim” iff R(x, k*) =1 - p(k*|x) >= ¢

7. Jak Ize odhadnout ztratu strategie

a) se znalosti rozdéleni pravdépodobnosti ve tfidach (predpokladejme jednotkovou
ztratovou matici a shodné apriorni pravdépodobnosti):

Vime rozdéleni pravdépodobnosti ve tfidach, neboli p(x|k) pro vSech K tfid k. p(k) = 1/K.
Mame 0/1 ztratovou funkci (doufam, jednotkova ztratova matice vyjadfuje spis “ziskovou”
funkci, kdy W(d, k) = 1 pfid = k a W(d, k) = 0 pfi d != k).

Ztrata strategie pak je R(q) = Sum,, x Sum,, « p(x|K)*p(k)*W(k, q(x)), zjednoduSené:

R(g) = 1/K™* Sum, , x SUMy; 4 1=« P(X|K) = 1/K™* Sum, . x (1 - p(x|q(x)))

b) z trénovaci mnoziny:

Mame N vzorku (x;, k;) v trénovaci mnoziné.

PFi 0/1 ztratové funkci to je “pocet Spatné klasifikovanych” / N.

8. Formulujte ulohu Neymana-Pearsona. Definujte vyznam vSech pouzitych symbold.
V uloze Neymana-Pearsona mame dvé tfidy K = {N, D}, kde N znaci normalni stav a D znaci
nebezpecny stav. Mnozina rozhodnuti D = K. Ur€ime €, 0 < €5 < 1, cozZ je maximalni pomér
chyb “ohodnoceni D jako N, ex(q) = Sum,. 4 1=p P(X|D). Uloha pak vypada:

g* = argming Sum,. 4 1= n P(X|N) za podminky Sumy. 4 -p P(X|D) <= €y,

kde q: X -> D je rozhodovaci funkce, X je mnozina vSech moznych pozorovani.

Obecné hledame prah p pro r(x) = p(x|N)/p(x|D), podle kterého pak rozhodujeme:

q(x) = N iff r(x) > p, g(x) = D iff r(x) <=y



U spojitych méfeni se misto Sum pouziva Integral.

9. Formulujte minimaxni Glohu. Definujte vyznam v§ech pouzitych symbolu.

V Uloze minmax minimalizujeme maximalni chybu ¢, na tfidach k z K = {K4, ..., K}. Uloha
pak vypada:

q* = argming max, €(q) = argming max, Sum,. 4 -k P(Xx|K),

kde g: X -> D je rozhodovaci funkce, X je mnozina vSech moznych pozorovani.

Minmax nezalezi na apriornich pravdépodobnostech p(k), odpovida Bayesovskému
klasifikatoru pfi neznamych p(k).

U spojitych méfeni se misto Sum pouziva Integral.

10. Formulujte Waldovu tlohu. Definujte vyznam v§ech pouzitych symbold.

Waldova uloha umoznuje stanovit horni mez chyb dvou tfid tim, Ze zavadi moznost “nevim”.
Mame K ={1, 2}, D = {1, 2, “nevim”}. Zavedeme horni meze chyb na obou tfidach 0 <e < 1.
Uloha pak zni:

q* = argmin, max, K, za podminky €; <= €, €, <= €,

kde Ki = Sumy. 4 = snevim P(X|1) @ €4 = Sum,. 4= P(X|1) @ podobné pro k, a €,.

Obecné hledame prahy y,, y, pro r(x) = p(x|N)/p(x|D), podle kterych pak rozhodujeme:

q(x) = Niff r(x) > py, q(x) = D iff r(x) < p;, q(x) = “nevim” iff y; <= r(x) <=y,

U spojitych méfeni se misto Sum pouziva Integral.

11. Jaka je optimalni strategie pro ulohu Neymana-Pearsona?

Nevim, jestli chtéji zas vzorecek:

q* = argming (ey = Sumy. 4 1=~ P(X|N)) za podminky €, = Sum, 4 1-p P(X|D) <= €'p
Pfipadné slovné je obecné nejlepsi vzit takovou rozhodovaci funkci, ktera ma e, = €’p,
protoze s rostouci €, klesa (& maximalné stagnuje) ey. Tato rovnost nelze vzdy pfimo
dosahnout u diskrétnich pozorovani, pfipadné jde dosahnout randomizaci vysledk(. U
spojitych pozorovani Ize dosahnout vzdy.

12. Jaka je optimalni strategie pro minimaxni alohu?

Zase bud vzorecek:

q* = argming max (€x(d) = Sumy. 44 1=« P(XK))

Nebo myslenkovej pochod (https://www.youtube.com/watch?v=r37Z209M9fM :)):

Znovu obecné plati, ze rist €, jedné tfidy vede ke klesani (maximalné stagnaci) €, ostatnich
tfid. Dokud je €, néjakeé tfidy ostfe vysSi nez ostatni, snizujeme tuto chybu. Proto v
optimalnim FeSeni vzdy plati (pro spojity pfipad), Ze tfidy s nejhorSi chybou jsou dvé, €, = €;.
Znovu k dosazeni tohoto optima u diskrétni X je nékdy tfeba randomizace vysledkd, u
spojité X |ze vzdy pFimo.

13. Jaké je feSeni Waldovy ulohy?

Zase bud vzorecek:

q* = argming, max, K, za podminky €; <= €, €, <=¢€

Nebo mySlenka, Ze optimum nastava, kdyz €, = € = €,. U Walda si nejsem tolik jisty, ale
pfijde mi to taky tak.

14. Ukazte, Jak je zavisla chyba strategie v bayesovské uloze klasifikace do dvou tfid
na zméné apriornich pravdépodobnosti?
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Pro strategii g a dvé tfidy K = {1, 2} mame rizika na tfidach €,, €,. Pokud €, = €,, tak se R(q)
neméni se zménou p(k). Pokud €, > €,, tak R(q) roste s rostouci p(1) a klesa s klesajici p(1).

15. Jaké znate principy odhadu parametru?

Odhad maximalni vérohodnosti - Maximum likelihood estimate - MLE

Maximalni aposteriorni pravdépodobnost - Maximum a posteriori probability - MAP
Bayesovské odvozeni - Bayesian inference - Bl

16. Formulujte ulohu odhadu parametri podle principu maximalni vérohodnosti
(maximum likelihood, ML).

Mame trénovaci mnozinu T = {(x;, k)}; =i <=n @ Zzname (pfedpokladany) vzorec
pravdépodobnostniho rozdéleni s parametry ©. Uloha zni:

©* = argmaxeg p(T|©) = argmaxg Prod i .1 P((X, K)|O).

Pro vice tfid s riznymi rozdélenimi v praxi €asto plati, Zze parametry rozdéleni jednotlivych
tfid jsou nezavislé a proto Ize fesit toto hledani maxima na kazdé tfidé zvlast. Zaroven Casto
ulohu zjednodusi pfechod k log-likelihood In(p(T|©)).

17. Jak ziskate odhad hustoty pravdépodobnosti metodou Parzenovych oken?

Mame mnozinu T s N trénovacimi body x z RP. Do kazdého bodu x z téchto bodll viozime
jadrovou funkci J,(y): RP -> R. Integral pfed v8echny J, musi séitat do 1, proto pro jeden
plati: Integral J,(y) dy = 1/N. Hustota pravdépodobnosti v bodé y pak je Sum,, 1 J,(y). Jako
jadrové funkce se pouzivaji napfiklad vicedimenzionalni normalni rozdéleni, nebo uniformni
rozdéleni na hyperkrychlich nebo hyperkoulich.

Kernel ma parametr h = “Sitka”, u normalniho rozdéleni je to rozptyl, u hyperkrychli délka
strany a u hyperkouli polomér. Musi se optimalné zvolit, napf. crossvalidaci pomoci

log-likelihood (jako v domacim ukolu).

18. Definujte strategii rozpoznavani podle k nejblizSich sousedt (k nearest neighbour
rule, k-NN)

Mame trénovaci mnozinu T = {(x;, kj)} <= <=n- Pro testovaci bod y nalezneme k nejblizSich
trénovacich bodu x; a y ohodnotime jako té tfidy, ktera ma mezi k nejblizSimi body vétSinu.

19. Uvedte alesponi 5 vlastnosti klasifikatoru dle nejblizSiho souseda (1-NN)

- implementaéné jednoduchy pfi naivnim feSeni se slozitosti N*D, pro zrychleni je
potfeba slozitéjSi FeSeni pfes k-D stromy nebo pravdépodobnostni nejblizsi sousedy

- i pfi asymptotickém pfipadu N -> inf se jeho chyba stale lidi od Bayesovske,
asymptoticka chyba Ize odhadnout €g,yes < €108 < 2%€gayes - RI(R-1) * €gaes” , R =
pocet trid

- obecné Ize pouzit pro libovolné velké dimenze a libovolny pocet trénovacich bodd,
ale problémem je konstrukce vzdalenosti a pfipadny rdzny vyznam rdznych dimenzi

- velka pamétova narocnost, Ize snizit redukci trénovaci mnoziny

- neni tfeba pfedpoklad o typu distribuce, ze které pochazi trénovaci méfeni

20. Jak lze urychlit klasifikator typu 1-NN (dle nejblizSiho souseda)?
Klasifikace Ize urychlit pouZzitim k-D strom( a redukci trénovaci mnoziny.



K-D stromy zrychluji vyhledavani podle vzdalenosti v geometrickém prostoru pomoci
ukladani dat ve stromové struktufe. Pfi prochazeni stromu se pro kazdou vétev urci
projiti do listu pak mGzeme ofezat vétve, které jisté nemaji blizSi bod. Je to sublinearni
vyhledavani, ale slozitost je funkci dat, nejde tedy garantovat.

Dale Casto staCi pouhy odhad NN, protoze se data vétSinou vyskytuji ve skupinach.
Redukci trénovaci mnoziny zas mizeme snizit N o nékolik fadu, tfeba z tisict na desitky.
Voronoiovy diagramy - pfi klasifikaci staci zjistit, v jaké bufice bod leZi (to je rychlejsi nez
pocitat znovu vzdalenosti)

21. Jaky je asymptoticky odhad chyby klasifikatoru 1-NN (dle nejblizSiho souseda)?
Co je to asymptoticky odhad chyby?

Asymptoticka chyba Ize odhadnout €g,yes < €1.nn < 2%€gayes, te€dy Neblizi se Bayesovske
chybé. Asymptoticky odhad chyby znamena, Ze urCujeme chybu pro N — <.

P¥iklad pro dvé tfidy p(A) = p(B) = 0,5. V ur&itém x mame p(x|A) = a, p(x|B) = b. Reknéme,
ze a > b. Pak €g,yes = min(a, b) = b. Ale e,y = 2*a*b, kde 0,6 <a<=1,tedy 1 <2*a<=2a
odtud mame €gayes < €1.nn < 2" €payes-

22. Popiste perceptronovy algoritmus uéeni. Jaké ma viastnosti?
K = {-1, 1}, X = RP. Nejdfive upravime trénovaci mnozinu {(x;; k)}" na {x’; = (1, x)*k)}" z
RP*'. Perceptron je linearni klasifikator, nalezne nadrovinu uréenou vektorem w, ktera oddéli
data tak, ze w*x’; > 0, pokud jsou data linearné separovatelna.
Algoritmus:
1) initwy, =0
2) nalezni néjaké x’;, pro které w*x’, <=0
3) pokud existuje takové x’;, poloz w,; = w; + X’; a jdi na 2)
4) pokud neexistuje, ukonci, w = w,
Vlastnosti:
- funguje pouze pro linearné separovatelna data, pro neseparovatelna nikdy neskon¢i
- nenachazi ni€¢im optimalni délici nadrovinu, po nalezeni néjaké se zastavi
- Novikoff theorem: pro linearné separovatelna data mame jednotkovy vektor u a
skalar y z R* tak, ze u*x’; >=y, D je velikost nejdelSiho vektoru z dat. Pak se
Perceptron zastavi v kone¢ném poétu kroku t* <= D?/y?
- vychazi z gradientni iteraéni metody pfi ztratové funkci J(w;) = Sum; -w*X’;
- pomoci dimension lifting Ize oddélovat i linearné neseparovatelna data linearni funkci
po mapovani do vy3si dimenze

23. Vysvétlete, jak Ize na perceptronovy algoritmus uceni nahlizet jako na gradientni
optimalizaci.

Pokud mame ztratovou funkci J(w) = Sum,. ,+ <= o -W*X', tak gradient VJ = Sum,. ¢ <-¢ -X.
PFi gradientni optimalizaci se pohybujeme ve sméru -V J, tedy pficteni Spatné
klasifikovaného x’ odpovida ¢asti kroku gradientni optimalizace.

24, Pro které rozpoznavaci ulohy je linearni diskriminaéni funkce optimalnim
reSenim?
- linearné separovatelna data
- normalni rozdéleni se stejnou kovarianéni matici a rdznymi stfednimi hodnotami
- nezavislé binarni vstupni vektory



- multinomialni naivni Bayes (pozorovani je pocet vyskytl jednotlivych tfid)

25. Co je to neuronova sit'? Jaké znate zakladni typy.
Neuronova sit je funkce f: RP -> RX. Je to zfetézeni linearnich funkci (maticové nasobeni) a
nelinearit (aktivacnich funkci). Pfedély mezi linearnimi funkcemi se nazyvaji vnitfni vrstvy.
Vyuziva Universal approximation theorem (UAT):
- Necht f: R -> R je spojita funkce na jednotkové hyperkrychli a o: R -> R je spojita,
omezend, nekonstantni funkce. Pak pro libovolné € > 0 existuje pfirozené €islo N tak,
ze [f(x) - F(x)| <= € pro vSechny x z jednotkové hyperkrychle, kde F(x) = Sum; = ;- y
vi*o(w*x + b)), kde w,jezRP a v, b;zR.
Diky tomu, Ze jednotlivé ¢asti neuronové sité jsou diferencovatelné, Ize pomoci iteranich
metod ziskat optimalni FeSeni (Ize uviznout v lokalnim optimu, hodné zalezi na inicializaci).
Typy:
- konvoluéni NN: hleda lokalni souvislosti, napf. pro rozpoznavani obrazku
- rekurentni NN: vystup NN Ize znovu pouzit jako vstup, napf. pro rozpoznavani zvuku
- automatické enkodéry: maji uzkou vnitfni vrstvu a poZaduiji vstup = vystup, nuti tedy
NN ulozit komprimovanou reprezentaci dat

26. Jaké vlastnosti ma aktivaéni funkce v neuronové siti? Uvedte priklady.
Aktivacni funkce v neuronové siti je nelinearni funkce o: R -> R a v 99,9% diferencovatelna
(vyjimka LReLU a ReLU v 0). Zajistuje aproximacni schopnost NN (viz UAT), bez nich by NN
byly pouze zfetézené Perceptrony, které by vzdy Sly zjednodusSit do jediné vrstvy. o je
spojita, nekonstantni a omezena funkce.
Pfiklady aktivacnich funkci:

- logisticky sigmoid: o(x) = 1/(1 + &™)

- tanh: o(x) = (e* - eX)/(e* + &™)

- RelLU (rectified linear unit): o(x) = max(0, x)

- LReLU (leaky ReLU): o(x) = max(0, x) + min(0, sx), 0 <=s <=1

27. Popiste co nejpresnéji algoritmus uceni dopredné neuronové sité metodou
zpétného Sireni (back-propagation). Diskutujte viastnosti.
Protoze je NN pouze jedna velka diferencovatelna matematicka funkce, Ize pouzit gradientni
metodu optimalizace. Pro kazdy parametr v NN vypocitame derivaci vystupu NN v zavislosti
na ném. Pomoci chain rule jsou derivace podle parametra dfivéjSich vrstev zavislé na
derivacich parametrl naslednych vrstev. Proto postupujeme odzadu. U kazdého parametru
(nebo obecné vrstvy), vypoCitame derivaci vystupu podle parametru samotného (pro
optimalizaci daného parametru) a zaroven derivaci podle vstupu vrstvy (pro propagaci do
pfedchozich vrstev).
Vlastnosti:

- zarucuje nalezeni pouze lokalniho optima, velmi zalezi na prvotni inicializaci

parametr(
- Rychlost konvergence velmi zavisi na prvotni inicializaci parametrd

28. Porovnejte vlastnosti uéeni pfimé neuronové sité metodou zpétného Sireni
(backpropagation) a uceni klasifikatoru Support Vector Machine.
Uc€eni NN i u¢eni SVM probiha pomoci iteracnich optimalizaénich metod.



Rozdil je v tom, Ze funkce u SVM je konvexni (konkavni argmax f(x) se upravi na konvexni
argmin -f(x)), proto ma jediné lokalni minimum, neboli vzdy nalezneme globalné nejlepsi
feSeni.

Naopak funkce NN konvexni (obecné) neni, proto hrozi uviznuti v lokalnim minimu nebo
sedlovém bodé. O to vice zde zaleZi na inicializaci dat, ktera ovliviiuje konvergenci.

29. Co je to empiricka ztrata (riziko)?
Empiricka ztrata je chyba na trénovaci mnoziné.

30. Co je to strukturalni riziko?

Strukturalni riziko je horni odhad rozdilu empirického a testovaciho rizika (Riest <= Remp +
R.wukt)- Vychazi ze tfidy slozitosti (VC dimenze) rozhodovaci funkce a poc&tu trénovacich dat.
Je vice moznosti, jak odhadnout horni hranici testovaciho rizika (rdzné vzorce, nékdy
specialné pro urcity typ klasifikatoru) a od toho se pak odviji strukturalni riziko - to empirické
vzdy zname z na$i trénovaci sady.

31. Co je to Vapnik-Cervonénkisova dimenze?

VC dimenze popisuje slozitost rozhodovacich funkci. Funkce s vy8si VC dimenzi maji vétsi
tendenci ovefitovat.

Vyznam VC dimenze je: maximalni pocet bodul (N), které mizeme v prostoru néjak rozmistit
tak, aby kazdé jejich binarni ohodnoceni (celkové 2N moznosti) bylo moZné danou tfidou
rozhodovacich funkci spravné odlisit.

U linearni funkci je VC dimenze D+1, kde D je dimenze prostoru.

Pomoci VC dimenze a chyby na trénovaci sadé Ize s danou pravdépodobnosti odhadnout
horni hranici chyby na testovaci sadé

Pr | R(q) < Remp(q \/N h (log TN) +1) — log (gﬂ =1-—n

Pro nékteré typy klasifikator (napf linearni) VC dimenzi pfedem zname, takze se to spocita
shadno a hodi se to.

32. Jak postupujeme pfi navrhu klasifikatoru podle principu minimalizace
strukturalniho rizika?

Zaciname u tfid klasifikatort s nizs8i VC dimenzi a pfechazi ke slozitéjSim, pokud jednodussi
nestaci. Tzn. u kazdé tfidy nalezneme nejlepSi rozhodovaci funkci a zjistime jeji klasifikaCni
schopnosti. Nejsou-li dostacujici, zkusime slozitéjsi tfidu.

33. Jaka je VC dimenze klasifikatoru 1-NN?
Nekonec':no (i nekoneéné mnoho bodu Ize rozliéit Vv testovéni danych bodL‘] 1-NN nalezne v

s v

ohodnoti ho na jeho tfidu, ktera je tedy vzdy spravna).

34. Jaka je VC dimenze orientované nadroviny?
Orientovana nadrovina je linearni klasifikator, takze VC dimenze je D+1, kde D je dimenze
prostoru.



35. Co je to Support Vector Machine?

SVM je linearni klasifikator, ktery oddéli linearné separovatelna data nadrovinou, ktera je
nejoptimalné;jsi rozdéleni.

Zaroven se da (narozdil od Perceptronu) zobecnit i pro linearné neseparovatelna data
pfidanim ztraty za Spatnou klasifikaci bodu. DalSi moznosti je dimension lifting a pouziti
kernel tricku, diky kterému ani nemusime znat pfimo mapovaci funkci.

36. Jaka minimalizac¢ni uloha se fesi pfi u¢eni SVM?

V SVM ziskame maximalizaci konkavni funkce:

argmax, Sum; a; - ¥2*Sum; Sum; aajyiyix'x;  za podminky 0 <= a <= C, Sum; ay; = 0
Tu pfevedeme na minimalizaci konvexni funkce a pouzijeme QP optimalizaci:
argmin, ¥2*Sum; Sum; oiayyx;'x; - Sum; a;  za podminky 0 <= a <= C, Sum; aiy; = 0

37. Pro¢ algoritmus u¢eni SVM maximalizuje tzv. ’margin”, t.j. minimalni vzdalenost
bodu trénovaci mnoziny od rozdélujici nadroviny?

Proc¢ jako z jakého davod:

Protoze vétsi margin znamena snizeni strukturalniho rizika a tedy lepsi generalizaci na test
data.

Proc¢ jako jakym zplsobem:

ProtoZe je uloha tak formulovana a QP optimalizaci se najde globalni optimum.

38. Jak reSi SVM situaci, kdy trénovaci mnozina neni linearné separabilni?

Uloha se rozsifi o ztratu C za $patné klasifikovana data. Ztrata se navic nasobi vzdalenosti
od spravného poloprostoru pro danou tfidu, je to hezky vidét v primarni uloze:

argmin, p, ¢ 2 [|W|[* + C*Sum; - .-y & za podminky yi(w'x; + b) >=1 - pro Vi

Castéji se ale pouziva duélini tloha, kde se to projevi pouze omezenim alfy:

argmaxy SUMy <o« O = 2" SUM; «o <oy COYYX'X,  Z.p. SuM; -y ay; =0,0<=a<=C.
Toto by bylo pro data, ktera jsou “témér” linearné separabilni (napf. kvuli Sumu) ale par bod
spadne na Spatnou stranu rozhodovaci nadroviny.

Pro data “hodné&” neseparabilni by se vyuzilo SVM s kernel trikem. Vyhoda je, Ze vypocet
bude pofad cca stejné naroény, protoze se tam pofad objevuje pouze vypocet skalarniho
soucinu - neni tfeba pfimo pocitat dimension lifting. Pfipadné jde oboji dohromady -
softmargin s kernelem, pak by rozhodovaci hranice mohla byt nap¥. kruZnice a tolerovaly by
se nékteré body Spatné klasifikované uvnitf / vné kruznice.

39. Priznakovy prostor je R%. Jakym zpUsobem byste hledali kvadratickou rozdéluji
funkci v tomto prostoru? Dokazete postup zobecnit pro R® éi R"?

Kvadraticka funkce je ma nejvyse ¢leny fadu 2, takze bychom v R? hledali koeficienty pro
¢leny (1, X, y, Xy, X3, y?). Pro R® by to bylo predpokladam (1, x, y, z, Xy, Xz, yz, x?, y?, z%). Pro
obecny R" pak (1, x;, xx;) pro V1 <=i,j<=n.

40. Pfiznakovy prostor je R2. Jakym zpusobem byste hledali eliptickou rozdéluji funkci
v tomto prostoru? Uvazujte pouze elipsy s osami rovnobéznymi s osami
souradnicového systému.

Pfedpis elipsy rovnobézné s osami je (x - c,)a + (y - ¢,)¥b =1, kdec,, c,zRaa, b>0.
Mame trénovaci mnozinu T = {(X;, Vi), K}1 <= i<=n-

Bud bychom asi mohli mit soustavu rovnic:



ki((x; - c,)?/a + (yi- ¢,)°/b) > 1 pro V1 <=i<=N
Nebo by asi Sla formulovat maximalizace margin:
argmax, b cx, oy MiN; ki((Xi - ¢x)?/a + (y; - ¢,)%/b)  z.p. jako v soustavé vyse

41. Co je to jadrova funkce? Popiste u€eni kernel SVM. Jaké jadrové funkce se bézné
pouzivaji pfi uéeni SVM.
Jadrova funkce K(x, y) popisuje skalarni souc¢in mapovanych vektort @(x)'@(y) bez znalosti
mapovani. Umoziuje tak pouziti slozitych mapovani (potencialné az
nekone¢né-dimenzionalnich - napf. Gaussian kernel: K(x;,x,) = exp(-||x-xj||* / 20%)) v
dimension lifting v SVM pro linearni oddéleni linearné neseparovatelnych dat.
Uc€eni SVM probiha stejné jako normalné, pouze funkce pfijme K(x, y):
argmaxy Sumy «-j -y 0 - ¥2*Sumy - <= § Q0YY;K(X;, X;) Z.p. Sumy - -y ay; =0,0<=a<=C
BéZné se pouzivaji linearni: Xy, polynomialni: (1 + x"y)?, exponencialni: exp(-||x - y||/(2*c?)),
dvouvrstvy tanh perceptron: tanh(ax'y + b).
Zmeéni se klasifikace:
1) Zname o:
W = Sum e s, aYi@(X), b =y, - WX, (pro néjaky support vektor xg), q(x) = w'g(x) + b
2) Nezname ¢:
b =Yg, - Sumjje o, AKX, Xsy), A(X) = Sumjjeq, OYiK(X;, X) + b

42. Jaké rozdilné vlastnosti maji perceptronové uceni a uéeni SVM.

Perceptronové uceni se zastavi po nalezeni prvni néjaké oddélujici nadroviny. SVM nalezne
optimalni nadroviny (z hlediska velikosti margin). Oba algoritmy jsou iterativni, u perceptronu
mame horni mez poctu iteraci (Novikoff theorem, pokud jsou data separabilni a pfi
inicializaci na w® = 0) t <= D?y?, kde D je max; [|x|| a y: u*x, >=, [|u]| = 1.

U SVM konvergence zaleZi na inicializaci a v QP.

Perceptron pouziva pfimo body x z RP, SVM pouze jejich skalarni souciny x'y z R.

43. Popiste algoritmus ué¢eni metodou Adaboost. Jakou minimalizaéni ulohu
Adaboost resi?
AdaBoost vybira z mnoziny B slabych klasifikatort T slabych klasifikatort hy(x), ze kterych
zkonstruuje silny klasifikator Hy(x) = sign(Sum; .- ; .- 1 aihy(X)).
Algoritmus:
1) Inicializuj t = 1, vahy trénovacich bodd na D, 4(i) = 1/N
2) Nalezni slaby klasifikator h(x) = argmin,, g €,(h), kde
€(h) = Sum;. -y Di(i), tzn. klasifikator s nejmensi vazenou chybou
3) Pokud je €, >= 5, zastav (dalSi klasifikatory uz nezlepSuji klasifikaci)
4) Zadej vahu nalezeného klasifikatoru a; = 72*In((1 - €,)/€;)
5) Updatuj vahy bodt: Dy..(i) = (Dy(i)*exp(-ayyih(x))/Z,), kde Z, = 2\(e(1 - €)) je
normalizaéni konstanta, D(i) je tedy rozdéleni, séitaji do 1
6) pokudt=T, ukondi,jinak jdina2)st:=t+1
AdaBoost minimalizuje horni odhad chyby 1/N*Sum; [[H(x;) != yi]] <= Prod, .- 1 Z;, protoZe:
1) [[H+(«) '= yill iff [[yi*He(x;)< O] iff [[y*Sum; <<=+ athy(x) < O]]
2) [[yi*Sumy <= <=1 ahy(x) < 0]] <= exp(-y;*"Sum; .- - 1 athy(X))
3) Dru(i) = Dr(i)/(N * Prod; -t <=1 Zy) = exp(-yi"Sum; - <= 1 athy(X))/(N * Prod; -1 <=1 Z)
Dr.q(i) * Prod; =i <= v Z; = exp(-y;*Sum; - (- 1 ahy(x))/N
Sum; Dyy4(i) * Prody <o i <= v Z; = Sum; exp(-y;*Sum, .- ; <= 1 ahy(X))/N
1% Prod; «ci<- 1 Z; = Sum; exp(-y;*Sum; .- ;- 1 a;hy(x))/N (...protoze Dq.4(i) je rozdéleni)



4) 1/N*Sum,; [[H(x) 1= yi]] <= Sum; exp(-y;*Sum; - -t aihy(X))/N = Prod - ;-1 Z;

44. Popiste algoritmus k praméru (k-means).
Mame trénovaci data bez jejich tfid T = {x}-,". Chceme je rozdélit do K shluku tak, aby suma
vzdalenosti bodl od center shlukd byla minimaini:
(C1, ..., G)* = argming . o SumiN ming [[x; - ¢|?
Algoritmus:
1) init centra ¢, (nahodné& nebo pomoci K++ means)

3) update center do tézisté shluka:
C = V[T, * Sum,, 1 X iff |T| >0
C, = reinit iff IT|]=0
4) pokud se Zadny shluk T, nezménil, ukondi, jinak jdi na 2)
Algoritmus Ize zobecnit pro jakoukoliv funkci vzdalenosti d(x, y), zméni se pouze 2. a 3. krok.
K++ means inicializace zvySuje pravdépodobnost nalezeni globalniho minima. Nicméné
protoZe jde o iteracni algoritmus, stale mdZeme uviznout v lokalnim extrému (Ize feSit vice
béhy a vybérem nejlepSiho feSeni).

45. EM algoritmus.
EM algoritmus je iteracni metoda pro odhad parametr(, kdyz odhad nelze vyfesit analyticky
(napfiklad pomoci MLE).
Mame trénovaci data T = {x}-,", kde méfeni nemusi byt kompletni. Chceme nalézt
maximalné vérohodny odhad parametra 6, které popisuji pravdépodobnostni rozdéleni.
Algoritmus:
1) init 87° (nahodné)
2) vypocitat pfisluSnost dat x; k jednotlivym tfidam q;:
q™*' = argmax, L(q | ')
Poznamka: PFisluSnost ke tfidé Ize vyjadfFit jako pravdépodobnost. K-means da
kazdému x natvrdo label, kdeZto EM mu pfifadi jakoby Cisla <0,1> tzn. s jakou
pravdépodobnosti nalezi do dané tfidy. Vahy jsou tedy vlastné ty pravdépodobnosti.
X, které ma vySsi pravdépodobnost, Ze do dané tfidy patfi, pak vice ovlivni, jak se v
soucCasné iteraci zméni odhad parametru pro tuhle tfidu.
3) prepocist parametry podle vah q;:
6"' = argmaxg L(6 | g**")
4) jit na krok 2)



Zkouska 2020

Lo (5 points) Deseribe the K-means algorithm (Ipt).  Prove that R-means converges (o o local
mindmum (2pts). Deseribe the K-measns+ 4 algorithm {Ipt). Give an example when emploving
Kemeans-- lowrds, on average, to better solution than Kemeans (1)

(5 points) Formulate the bogistie regression problem (1 poine). Derive the gradiont descent leam.
g method for this task (2,5 pHrnts)

Given the training set T = {(=1,=1), (=2, =1} (0. 1), (2. 1}}, starting point w = (0,0}, and an
initial step size of 1, do the frst iteration of gradient deseent, (1.5 points )

& (5 points) Parameter Estimation. The reliability of light ks is defined by the probability
density function

pit) . tE ],

di{3+1)"
where p(t)d 8 the probability that a bolb fails in a8 short tme imterval (80 4 8), That s, the
protability P{T) that the bull fails W interval (0,7, &

P(T) = ]';,E pltydt = 1 — L oo What s the maximom likeliliood estimare of the reliability
parasacter & if in an I'.\]H'II]L;'PIII with two bulbs the following lifetimes bave been observed:

t o= L0ty = 407 [(dpis)

For this setting, what is the probability that a lghe balls i still OK at tioe 102 (1pt)

4. (5 points) Decision tree classifiers
(i) (2 points) Desoribe the simplest top-down tree-boiliding algorithm that selects the dectsion
rule ot o node by maximization of information gain.

(h) (3 pownts) Daseiiss advantages and disadvantages of decision trees

1)

K-means: je to tu nékde

Konvergence: taky tu je (v kroku 2 si nemuze zadny bod pohorsit, v kroku 3 se nemuze
zhorsit globalni soucet, musime zajistit konzistenci pfi rovnosti vzdalenosti, celkové je NX
moznych stavu = konec€ny pocet)

K-means++: taky tu uz je

Priklad: ten typicky obdélnik

2)
Viz Zkouska 2016 1)



4)
Viz Zkouska 2017 1)



Zkouska 2019

(http://cmp.felk.cvut.cz/cmp/courses/recognition/Exam-questions/test 2019-eng.pdf)

b) a ¢) nevim



http://cmp.felk.cvut.cz/cmp/courses/recognition/Exam-questions/test_2019-eng.pdf

b)

Druhd €ast b) pomoci EM: ?2???7?
1) init
2) g=106*e"proi=1,2,3,4,q=e"®proj=5,6
3) 0=(9:"t + Q" + q5™ts + 94"t + Q5 ek + Q6 tmax)/ (SUM; - 1 6 Q)



c)

p(fail) = Int,™* 1/@ * e¥® dt = 1 - gtmax®

p(good) = Inty.,™ 1/6 * et dt = gtmex®

6* = argmax, (€®)® * (1 - e®)F - substituujeme = e*®

T = argmaxg ¢ * (1 - m)F = argmaxy G*In(1r) + F*In(1 - )
dllomr = G/ - F/(1 - 1), odtud ™ = G/(F+G) = ¢®

0* =t /In((F + G)/G)

2)







Zkouska 2017

(http://cmp.felk.cvut.cz/cmp/courses/recognition/Exam-questions/test 2017.01.16.pdf)

1)



http://cmp.felk.cvut.cz/cmp/courses/recognition/Exam-questions/test_2017.01.16.pdf

3) a), b)

3) c), d), e)




V b) zase muj odvéky nepfitel: zarovky co prezily test...




Zkouska 2016

(http://cmp.felk.cvut.cz/cmp/courses/recognition/Exam-questions/test 2016.01.21-eng.pdf)
1)
Mame pravdépodobnosti p(x|1), p(x|2), p(1) a p(2). x ohodnotime jako tfidy 1 iff
p(x|1)*p(1) > p(x|2)*p(2) iff p(x|1)*p(1)/(P(x[2)*P(2)) > 1 iff In(p(x|1)*p(1)/(p(x|2)*P(2))) > O.
Pokud je funkce In(p(x|1)*p(1)/(p(x|2)*p(2))) linearni, problém se zjednodusi na hledani
optimalnich linearné délicich parametri w a b. Pak:
x ohodnotime jako 1 iff w'x + b > 0 (iff w'x > 0 po Gpraveé trénovaci mnoziny)
Algoritmus:
1) upravime trénovaci mnozinu {(x; y;)}, Xz RP, y = +-1, na {y*(x,,1)}. Init w z RP*
2) minimalizujeme funkci E(w) = -l(w) = Sum; In(1 + ™)
Vypocitame gradient V E = - Sum; x*e™/(1 + e™)
Updatujeme w := w - p*V E (jdeme proti sméru gradientu, protoZze minimalizujeme
E)
3) Opakujeme krok 2)
S konkrétnimi hodnotami:
1) Ziskame T ={(1, -1), (2, -1), (0, 1), (2, 1)}, w = (0, 0)
2) V,E=-Sumx*e™/(1+e™")=-%((1,-1)+(2,-1) + (0, 1) + (2, 1)) (™™ je ted vzdy 0)
V.E =-%(5,0) = (-2.5, 0)
w = (0, 0) - 1*(-2.5, 0) = (2.5, 0)
3) Podle pfednasky: Pokud E(We) < E(Wqare), tak step = 2*step, jinak: step = step/2
2)



http://cmp.felk.cvut.cz/cmp/courses/recognition/Exam-questions/test_2016.01.21-eng.pdf




3)
SVM:

DT:

4)

jen pro data z RP

trénovaci mnozina muze byt libovolné velka, pfi klasifikaci se nevyuziva, pouze se z
jeji Gasti (tzv. support vektort) vypodita linearni klasifikator q(x) = sign(w'x)

dobfe generalizuje, jelikoZ minimalizuje VC dimenzi maximalizaci margin mezi
tfidami dat, diky konvexnosti rozhodovaci funkce a QP optimalizaci nalezne globalni
optimum

pfi uCeni staci uchovavat skalarni souciny vSech x;, pro klasifikaci sta¢i uchovavat
jediny vektor w z RP

uCeni je zavislé na velikosti trénovaci mnoziny a rychlosti konvergence QP
optimalizace, ktera kriticky zavisi na po€atecni inicializaci

vliv odchylenych hodnot Ize regulovat velikosti ztraty za Spatné klasifikovany bod C,
ta ur€uje smér “Uzky margin bez Spatné klasifikovanych bodu (vy$si C)” vs “SirSi
margin se Spatné klasifikovanymi body (nizsi C)”

pro jakékoliv prostory, i nenumerické, s riznymi hodnotami/méfitky v rdznych
dimenzich, apod.

trénovaci mnozina muze byt libovolné velka, pfi klasifikaci se nevyuziva (klasifikace
je sublinearni vuci dimenzi dat)

Zadné zaruky na generalizaci/optimalitu feSeni

pfi ueni je potfeba uchovavat veskera data, pfi klasifikaci pak jiz DT samotny
(posloupnost otazek/rozhodnuti)

uceni je zavislé na sloZitosti stromu, respektive nic jako u€eni neprobiha, strom je
pouze sestaven, pfi stavbé stromu Ize dodrzovat urcita pravidla pro jeho obecné
lepsi klasifikaci (TDIDT)

odchylené hodnoty Ize jednoduse odchytavat jako specialni vétve stromu

Mame mnozinu B slabych klasifikator h(x). Vybirame T slabych klasifikator z B do silného
klasifikatoru H(x) = sign(Sum,_ 1 ahi(x)), kde q; jsou nezaporné vahy.
Algoritmus:

1)

6)

K trénovacim datim (x;, y;) pfidame vahu D4(i) = 1/N, x; z RP, y, = +-1, N = poCet dat,
t=1

Najdeme nejlepsi slaby klasifikator z B minimalizaci vazené ztraty:

h, = argmin, .5 €(h), kde €,(h) = Sum;. - ;i Dy(i)

Pokud €, >= V%, ukonci (dalSi klasifikatory uz nepfinasi zlepseni)

Véaha klasifikatoru h; je a;, = Y2 In((1 - €,)/e;) (a; > 0 protozZe €, < V2)

Prepocitame vahy bodl: Dy4(i) = Dy(i)*exp(-ah(x)y;) / Z;, kde Z; je normalizacni
konstanta, aby Dy(i) bylo rozdéleni, Z, = Sum; D(i)*exp(-athy(X)y:) = 2*V(e(1 - €,))
Vahy $patné klasifikovanych se zvétsi, spravné klasifikovanych se snizi.

Pokud t < T, jdi na 2)

Odvozeni a;: chceme minimalizovat Z;:
Z,= Sum, Dt(i)*exp( ahy(X)y:) = SuM;. pyyy 1= i Dyi) €™ + Sum i = i Di(i) e

0Z/oa; =
0Z/oa =

eZ at

Suml ht(x (I)*eat + Suml ht(x) = yi Dt(l)* ut*( 1) 0
€ e“‘-(1 e)* @t =0, odtud: e:t e”=(1-¢)e™

= (1 - ¢e)le, odtud: a, = "2 In((1 - €)/€)






Zkouska 2015
(http://cmp.felk.cvut.cz/cmp/courses/recognition/Exam-questions/test_2015.01.09-eng.pdf)
1)

a)

Probéhlo celkové n hodl. Kazdy z nich bereme jako nezavisly, proto v kazdém byla
pravdépodobnost q, Ze padne Sestka, a 1-q Ze nepadne Sestka. Vime, Ze nejdfive n-1-krat
nepadla, pak jednou padla, proto dany vzorecek.

b)

Quie = argmax, p(n|q) = argmax, (1-q)*'q = argmax, L(q)

I(q) = In(L(q)) = (n-1)In(1-q) + In(q)

I'(q) =-(n-1)/(1-q) + 1/q=0

(n-1)/(1-q) = 1/q

gn-q = 1-q, odtud gn =1 apak q=1/n

c)

g < 1/Nmax

d)

gu.e = argmax, p(n|q) = argmax, (1-q)"™ = argmax, L(q)

I(q) = In(l—(q)) = nmax*ln(1'q)

I'(q) = -Nmax/(1-9) = 0... nema stacionarni bod, musi nabyvat extrému v krajnim bodé:

g ->1=>1(q) = NpaIN(0) = -inf

q-> 0=> I(q) = nmax*ln(1) =0

Coz fika i intuice, Zze que = 0, protoze &im vysSi q, tim vySsi Sance, Ze by se objevilo, jenze
ono se neobjevilo vibec

e)

Bud to bude qy.e co nam normalné vyjde, nebo krajni bod <0,1; 0,2>, ktery je bliz.

Quap = @rgmax, p(qln) = argmax, p(n|q)p(q) = argmax, 1.0 P(N|q) = argmax, 1.0 (1-4)"'q
= argmaXg;o,1..02 L(q)

I(q) = In(L(q)) = (n-1)In(1-q) + In(q)

Quie = 1/n=1/1=>qQuap = 0,2



2)

Mame tfidy k z {1, ..., K}. Zname p(x|k) pro vSechny tfidy. Chceme minimalizovat nejvétsi
riziko na tfidé (uvazujeme 0/1 ztratovou funkci):

q* = argming max, Sum,. .« -« P(X|K) (pfipadné integral misto sumy u spojitych veli€in)

V prikladu je pfedpokladam chyba a ma to byt: p(x|1) = 2*x (aby to integrovalo do 1).

3)
Mame T = {X}-1_n, X; Z RP. Chceme je rozdélit do K shluku (tfid) tak, abychom minimalizovali
sumu vzdalenosti bodl od center svych tfid. Tzn. hledame K center c,:

(Cqy +vny C)* = @rGMINEy, oy SUMiq  [1X - Cil|

Algoritmus:
1) init (cy, ..., ck) (napfiklad nahodné vybérem z T nebo pomoci KM++)
2) kazdy bod zafadime do tfidy, jejiz centrum je mu nejbliz:
T ={x  |Ixi - el <= [Ix; - c|| pro vSechna j}
3) updatujeme centra do t&Zisté jejich shluku:
¢ = T * Sum,, 1 X (nebo reinicializujeme, kdyz je T, prazdné)
4) pokud se zadné T, nezménilo, ukongi, jinak jdi na 2)
a)
C =K*C,, + (Minxq, v1), .., xx, vk SUMiz1 o Min 1k [[(Xi, Vi) = Ki, YII) * Cy



b) + c)
Budeme iterativné postupovat proK =1, 2, ...
Pro kazdé K vypocitame C:
C =K*Cy, + (Minxs, v1), ..., ox, vy SUMi=y n MiN 4k [|(Xi, Vi) = (X, YII) * Cp
MIN(x1, v1, . (xK, k) SUMiz1_ o MiN, 4k [[(Xi, ¥i) - (X, Yi)l| nalezneme upraveny K-Means, ktery
bude pouzivat L2 euklidovskou normu bez kvadratu:
1) init (c4, ..., k) (napfiklad nahodné vybérem z T nebo pomoci KM++)
2) kazdy bod zafadime do tfidy, jejiz centrum je mu nejbliz:
T = {xi : [Ixi - cll <= [Ix; - ¢|| pro vSechna j}
3) updatujeme centra pomoci Weiszfeldova algoritmu (iterativni algoritmus), t:
C¢ = argming Sum,, 7 |[x - ||
4) pokud se zadné T, nezménilo, ukongi, jinak jdi na 2)
Vztah K a ceny za studné je lineérni a rostouci, vztah K a ceny za trubky je nerostouci.
PFijde mi, Ze optimalini K je posledni K, u kterého se celkova cena C nezvysi oproti
predchozi (viz. Problem 10.3 b) ze sbirky)
d)
Jako v pfedchozim bodé, ale upravime KM algoritmus pro L1 Manhattanskou normu:
1) init (c4, ..., ck) (napfiklad ndhodné vybérem z T nebo pomoci KM++)
2) kazdy bod zaradime do tfidy, jejiz centrum je mu nejbliz:
T ={x : |[x - cdls <= ||x; - ¢||[s pro vSechna j}
3) updatujeme centra do medianu jejich shluku (pomoci upraveného quick sortu):
C, = argmin, Sum, ;1 ||x - c||4
4) pokud se Zadné T, nezménilo, ukongi, jinak jdi na 2)



4)

SVM je linearni klasifikator, nachazi oddélujici nadrovinu s nejvétsim moznym marginem.
T={( Y)}i=1.n: ¥i = +-1

Jeho ukol je zfejmy v plvodnim zapisu ulohy:

(w, b)* = argmax,,, min; d(x;) za podminky y,(w'x; + b) > 0, kde d(x;) je vzdalenost x; od
nadroviny

Primarni uloha:

(w, b)* = argmin,, %4||w||> za podminky y(w'x; +b)>=1

Pouziva se ale dualni forma ulohy:

a* = argmax, Sum; o; - %2 Sum; Sum; aiayyx;'x; za podminky o >= 0, Sum;y,a; = 0
Nenulova a; pak urcuji support vectory SV, které ovliviiuji FeSeni:

W = Sum;, sy X, b =y, - WXg,

Rozhodujeme pak q(z) = sign(w'z + b).

Funkce v argmax je konvexni, maximalizaci tedy feSime QP, které nam da globaini
maximum. Rychlost u€eni velmi zavisi na inicializaci.

SVM dobfe generalizuji, pouZzivaji pouze skalarni souc€iny dat, tzn. Ze jsou nezavislé na
vstupni dimenzi, umi pracovat i s neseparabilnimi daty, pfi klasifikaci sta¢i znat pouze w a b,
Ize zobecnit pro oddéleni nelinearné separovatelnych dat pomoci dimension lifting a kernel
triku.

SVM se slozité zobecriuji pro oddéleni vice tfid a nehodi se do inkrementalniho uceni.

Neseparovatelna data:

Upravime ulohy pfidanim ztraty za Spatnou klasifikaci bodu C:

Primarni uloha:

(w, b)* = argmin,, ¥4||w||*> + C*Sum; § za podminky y,(w'x +b)>=1-¢,¢&>=0
Dualni uloha:

a* = argmax, Sum; o; - %2 Sum; Sum; aiayyx;'x; za podminky 0 <= a <= C, Sum;y,a; = 0

Pfi pouziti dimension lifting @(x): R® -> RM nemusime pouzivat/znat pfimo pfedpis mapovani.
Stadi znat kernel funkci K(x, y) = @(x)"@(y). Tou Ize nahradit napfiklad i mapovani do
teoreticky nekonec¢né dimenzionalnich prostor(i apod.
Uc€eni SVM probiha stejné, pouze dualni uloha pfijme kernel funkci:
a* = argmax, Sum; a; - 2 Sum; Sum; aayyiK(x;, X)) za podminky 0 <= a <= C, Sum;y,q; =0
Klasifikace ma dva zpUsoby:
1) pouzijeme mapovani @(x):
Ziskame w = Sum;, sy ayi@(X;), b = ys, - W'@(X.,) a klasifikujeme
q(z) = sign(w'e(z) + b)
To znamena, ze musime znat ¢ a klasifikace je zpomalena oproti linearni varianté
vypoctem ¢(z)
2) pouzijeme kernel K(x, y):
b =y, - Sum;, sy ayiK(X;, Xs)
q(z) = sign(b + Sum;, sy ayK(x; z))
To znamena, ze si musime pro klasifikaci pamatovat a;, y;, x; pro support vektory a
klasifikace je zpomalena vypoétem Sum;, sy aiyiK(x;, z)



Sbirka priklad
(https://cw.fel.cvut.cz/b201/ media/courses/be5b33rpz/labs/rpz _exercise book.pdf)

1.1
Protoze p(A|B)*p(B) = p(A N B) = p(B N A) = p(BIA)"p(A)

1.2

a)

p(rain) = 0,27

p(no rain) = 0,73

p(1)=0,4

p(2)=0,4

p(3) =0,15

p(5) = 0,05

b)

p(1 nebo 2 | rain) = (p(1 | rain) + p(2 | rain)) / p(rain) = 0,14 / 0,27

1.3

Cancer = {yes, no}, Test = {positive, negative}. Vime:

p(+, y) =0,98, p(-, y) = 0,02, p(-, n) = 0,97, p(+, n) = 0,03, p(y) = 0,001

a)

p(y, +) = p(+,y) * p(y) / (p(+, y) * p(y) + p(+, n) * p(n)) = 0,98*0,001/(0,98*0,001 + 0,03*0,999)
=0,0316

b)

p(n, -) =p(-, n) * p(n) / (p(-, n) * p(n) + p(-, ¥) * p(y)) = 0,97*0,999/(0,97*0,999 + 0,02*0,001)
=0,99998
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D = (y, n), pro kazdé x mizeme spoditat parcialni riziko R(x, q) = Sum, p(k|x)*W(k, q(x))
a)

R(X, Qyes) = 0,4*0 + 0,2*C + 0,2*C + 0,2*C = 0,6*C

R(X, Qno) = 0,4*C + 0,2*0 + 0,2*0 + 0,2*0 = 0,4*C

NizSi Bayesovske riziko je pro volbu "no"

b)

R(X, Qyes) = 0,4*0 + 0,2*C/2 + 0,2*C/2 + 0,2*C/2 = 0,6*C/2 = 0,3*C

R(X, gno) = 0,4*C + 0,2*0 + 0,2*0 + 0,2*0 = 0,4*C

Niz§i Bayesovske riziko je pro volbu "yes"

1.5

a)

Pocitame parcialni riziko q*(x) = argmin, R(q, X)

R(q, x) = Sum, « p(k|x)*W(k, q(x))

= R(d, x) = Sumy, « p(k|x)*"W(k, d) = Sumy- 4 p(k[x)*1 =1 - p(d, x)
argming R(q, x) = argming (1 - p(d, x)) = argmax, p(d, x)


https://cw.fel.cvut.cz/b201/_media/courses/be5b33rpz/labs/rpz_exercise_book.pdf

b)

D = K =(0,1). Bayesovské rozhodovani q(x) lze vyvodit ze zlomku aposteriornich
pravdépodobnosti.

go(X) = 0, parcialni riziko R(x, qo) = Sumy - 4 p(k|x)*1 = p(1]X)

g4(x) = 1, parcialni riziko R(x, ) = Sum, - 4 p(k|x)*1 = p(0|x)

Bereme mensi riziko, coZ Ize vyc€ist uz pfedem ze zlomku p(0|x)/p(1]x).

Pokud p(0|x)/p(1|x) >= 1, volime O, jinak volime 1.

Po dosazeni p(0|x) = p(x|0)p(0)/p(x) a p(1]x) = p(x|1)p(1)/p(x) ziskame:
p(x|0)p(0) / p(x|1)p(1) >= 1 a odtud p(x|0)/p(x|1) >= p(1)/p(0) = const = ©

c)

p(x|0) = 1/(sqrt(2*pi)*a,) * exp(-(x - ho)*/(2*0,?)), obdobné pro p(x|1).

P(0[x)/p(11x) = p(x|0)*p(0)/(p(x|1)*p(1)) =

= 0,"p(0)/(0o*P(1)) * exp(- (X - Ho)/(20¢?) + (X - u1)?/(2%0+7))

p(0|x)/p(1]x) <> 1 je ekvivalentni s In(p(0|x)/p(1]x)) <> O,

neboli q(x) = 0 iff p(0|x)/p(1|x) >= 1 iff In(p(0[x)/p(1]x)) >= 0

In(p(0[x)/p(1]x)) = 0 = - (X - Po)*/(2¥00%) + (x - p1)*/(2*0+?) + In(0,*p(0)/(0o*p(1))

0 = - 0:%*(X - Wp)?* + O**(X - Wy)* + 2*0**0+**In(0,*p(0)/(0o*p(1))

0 = - 042" (X* - 2"Ho™X + Ho?) + 0™ (X% - 2Py *X + ps?) + 2*0**01**In(0*p(0)/(00"p(1))
0 = (00° - 04%)* X% + 2%(0™ W1 - 017 Ho)*X + O™ 4% - 047 e” + 27047042 In(04*p(0)/(0,*p(1)) =
ax?+bx+c

1.6

Oblacnost O ={1,2,3,4}

Vypocital jsem:

p(rain|1) = 0,05, p(rain|2) = 0,3, p(rain|3) = 0,6, p(rain|4) = 0,8
Pro rozhodnuti mi vysla rizika (p = pravdepodobnost deste)
R(umbrella) =0+ 5(1-p)=5-5p

R(no umbrella) =10p -2(1 -p)=12p -2
R(100)=5p-0=5p

Vysla mi optimalni reseni:

O =1: no umbrella (s ocekavanou ztratou -1,4)

O =2: 100 (s ocekavanou ztratou 1,5)

O = 3: umbrella (s ocekavanou ztratou 2)

O = 4: umbrella (s ocekavanou ztratou 1)

1.7

a)

3 bity musely byt 000, 011, 101 nebo 110. Pro dane pravdepodobnosti mame:
000 =0,7*0,6"0,3 = 0,126

011 = 0,7*0,4*0,7 = 0,196 s pravdépodobnosti 0,196/0,484 = 0,405
101 = 0,3*0,6*0,7 = 0,126

110 = 0,3*0,4*0,3 = 0,036

b)

R(request again) = 0,405 * “zbyte¢ny request” = 0,405 * C

R(skip) = 0,595 * “pfehlédnout chybu” = 0,595 * 100 * C

Urcité se vyplati request again



1.8

Mame p(k) = Vs, pravdépodobnosti p(k|x) = p(x|k)*p(k) = p(x]k)/3:
p(1]0) = 0,399/3 = 0,133, p(2]|0) = 0,199/3 = 0,066, p(3|0) = 0,065/3 = 0,022
p(1]1) = 0,242/3 = 0,081, p(2|1) = 0,176/3 = 0,059, p(3|1) = 0,121/3 = 0,040
(pfepsal jsem se a mam tfidy 0,1,2 misto 1,2,3)
ajwW=0/1,x=0

R(x =0, q(x) =0) =0,133*0 + 0,066*1 + 0,022*1 = 0,088

R(x =0, q(x)=1)=0,133*1 + 0,066*0 + 0,022*1 = 0,155

R(x =0, q(x)=2)=0,133*1 + 0,066*1 + 0,022*0 = 0,199
Bereme nejmensi parcialni riziko, takZze q(x) =0
b)W=0/1,x=1

R(x =1, q(x) =0)=0,081*0 + 0,059*1 + 0,040*1 = 0,099

R(x =1, q(x)=1)=0,081*1 + 0,059*0 + 0,040*1 = 0,121

R(x =1, q(x)=2)=0,081*1 + 0,059*1 + 0,040*0 = 0,140
Bereme nejmensi parcialni riziko, takZze q(x) =0
c)W=0/1/2,x=0

R(x =0, q(x) =0) =0,133*0 + 0,066*2 + 0,022*1 = 0,154
R(x=0,q(x)=1)=0,133*2 + 0,066*0 + 0,022*1 = 0,288

R(x =0, q(x)=2)=0,133*1 + 0,066*1 + 0,022*0 = 0,199
Bereme nejmensi parcialni riziko, takZze q(x) =0
b)W=0/1/2,x=1

R(x =1, q(x) =0)=0,081*0 + 0,059*2 + 0,040*1 = 0,158
R(x=1,q(x)=1)=0,081*2 + 0,059*0 + 0,040*1 = 0,202

R(x =1, q(x)=2)=0,081*1 + 0,059*1 + 0,040*0 = 0,140
Bereme nejmensi parcialni riziko, takze q(x) = 2

Pravdépodobnost Spatného rozhodnuti pfi W = 0/1, x = 1:
Rozhodli jsme pro d = 1. p(k = d) = (p(2|x) + p(3|x))/(p(1|x) + p(2]x) + p(3|x)) = 0,4375.

1.9

a)

K={0,1, .., K}, X={1,2, ..., K}, D={yes, no}
b)

Nejsem si jisty, ale tak snad, dava mi to smysil.
p(k >= K/2) = g2

p(k >= K/2 | x) = q¥2-x iff x < K/2
=1 iff x >= K/2
c)
q(x)=n iff x < K/2 && qK2-* <1,
=y iff x <K/2 && g2 *>= 1,

=y iff x >= K/2



21
Udélame si pomeér p(x|M)/p(x|F):

0,056 (11) 0,034 (12) 0,117 (9) 0,647 (7)
0,065 (10) 0,237 (8) 2,814 (3) 2,235 (4)

2 (5) 1,75 (6) inf (1) inf (2)

Nejdfive vychazime z toho, Ze vse klasifikujeme jako Zeny. Postupné klasifikujeme jako
muze x od nejvysSich poméru, pfi tom kontrolujeme abychom nepfesahli 0,2 u souctu p(x|D)
téchto x.

Ziskame:

ep=0+0+0,145+ 0,017 + 0,001 + 0,008 + 0,017 = 0,188

ey = 0,011 + 0,005 + 0,011+ 0,005 + 0,071 = 0,103

Pak Ize urcit mez z (0,237; 0,647), napf. © = 0,4 a rozhodovat:

x ohodnotit jako muze iff p(x|M)/p(x|F) > ©

x ohodnotit jako Zenu iff p(x|M)/p(x|F) < ©

Bud skonc¢ime takto, nebo Ize optimum jesté vylepsit randomizaci. Mame moznost jesté
ohodnotit 0,2 - 0,188 = 0,012 Zen Spatné => dalSi x na fadé (8) ma u Zen p(x|D) = 0,299.
Proto u x (8) mizeme ohodnotit 0,012/0,299 = 0,04 = 4% vzork( jako muze, ¢imz ziskame:
ep=0+0+0,145+ 0,017 + 0,001 + 0,008 + 0,017 + 0,04*0,299 = 0,2

ey = 0,011 + 0,005 + 0,011+ 0,005 + 0,960,071 = 0,100

2.2

Nejhorsi pfipad uspésnost strategie q je, kdyz tfida k, ktera ma vy3si €,(q) (tzn. pfi trénovani
bylo p(k) < p(druha k)), bude mit pfi testovani p(k) = 1.

a)

R(q) = Sum; « Int,,x p(x,k)*W(k, q(x)) = Sumy k p(k) Int., x p(x|k)*W(k, q(x))

R(q, ) =1 * Int,, x p(X|1)*W(1, q(x)) + (1 - 1) * Int,, x P(X|2)*W(2, q(x)) = "€, + (1 - TT)*€;
R(q, 1) = TT*(€4 - €,) + €,, kde € je ztrata na tfidé k

R(q) roste s miff €, > €,, R(q) je konst. iff €, = €,, R(q) klesa s miffe, <e,

b)

R(q, 1) je linearni funkce 1, extrému nabyva v krajnim bodé defini¢niho oboru <0, 1>

(v pfipadé konstantni funkce je nezavisla na zmény 1 a extrém je kdekoliv v <0, 1>)

c)

MaX; ; 0,1y (€2 + (€1 - €2)*TT) = max{e,, €}

Po uprave na 0/1 loss mame €, = Int,. 4, - 1 p(X|1). Chceme minimalni bayesovske riziko,
neboli minimalizujeme max z techto integralu, coz je minimax.

d)

R(q) je konstantni kdyz €, = €,. To je presne kdyz se chyba na obou tridach rovna, neboli
jsme dosahli minimalniho maxima (dalsi snizeni chyby na jedne ze tfid by znamenalo
zvyseni druhe).
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a)

q* = argmin, €,(N) za podminky €,(D) <= €,

kde €4(N) = Sum,. 4 - b P(N|X), €4(D) = Sum,. 4 -~ P(D|X) @ € je urCena mez.



b)

Hledame mez 6 poméru p(x|N)/p(x|D) = r(x) tak, abychom rozhodovali

x ohodnotit jako N iff r(x) >= 06

x ohodnotit jako D iff r(x) < ©

r(x) = 1/(x + 0,5) je klesajici funkce na <0, 1>, pozorovani blize k 0 budeme oznacovat za N,
blize k 1 za D. Chceme abychom ohodnotili Spatné 10% D stavd, neboli

0,1 = Inty . <u(t + 0,5) dt = [0,5*t* + 0,5t]," = 0,5*H* + 0,5*H - 0
0=H?*+H-0,2,H,,=-0,5 1 0,67, ale chceme H z <0, 1>, takze H = 0,17
0 pak ziskame jako 1/(0,17 + 0,5) = 1,5, takZe hodnotime:

x ohodnotit jako N iff r(x) >=06=1,5

x ohodnotit jako D iff r(x) <8 =1,5
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a)

q* = argming max, €4(k), kde €4(Kk) = Int,. 44 1- « P(X|K) je chyba na k-te tride

b)

Mame jednu mez 6 pro r(x) = p(x|1)/p(x|2). Po prolozeni grafu r(x) konstantnim x = 8 mame
ale dva pruseciky, které déli x na 3 intervaly <-1, t,), <t, t,>, (t,, 1>, navic diky symetrii vime,
zet =-t,.

c)

U minimaxu u dvou tfid se spojitymi pozorovani vime, Ze optimum je v situaci kdy €,(1) =
€4(2). Diky symetrii se navic muze omezit na interval <0, 1>, kde nalezneme mez t, kterou
poté promitneme jako -t do <-1, 0>.

Na <0, 1> mame p(x|1) = x, p(x|2) = 1 - x. r(x) = p(x|1)/p(x|2) = x/(1 - x) je rostouci, proto x
blize k 0 budeme hodnotit jako 2, blize k 1 (a na druhé strané blize k -1) jako 1.

Hledame t tak, aby:

Into <<t X dXx =Intic <1 (1-x)dx

0 =[0,5*x?]," - [x - 0,5*x?],"

0=(0,5*t-0)-(1-0,5-t+0,5*) =0,5*t*-0,5+t-0,5#%=t-0,5=0, odkud t = 0,5
Meze pro xjsout; =-0,5at,=0,5

Mez pro r(x) je 6 = p(t|1)/p(t|2) = 0,5/(1 - 0,5) =1

Ziskavame klasifikator:

qx)=1 iff r(x)> 1 iff xjez<-1,-0.5)U (0.5, 1>

q(x)=2 iff r(x)<=1 iff xjez<-0.5,0.5>

Chyba na tfidach e,(1) = €4(2) = 2*Inty< <05 X dx = 2*[0,5*x*],>° = 2*(%6 - 0) = Y4



3.1

a)

Model bude mit jeden parametrp z <0, 1>, p(H) =p, p(T)=1-p, K={H, T}, T= (H,H,H,T,T)
L(p) = p(TIp) = Prod;cq14on P(X) = Prody .k p(k)™ = p"™*(1 - p)™

I(p) = ny*In(p) + n*In(1 - p)

I'(pi) =nu/p+n;*(-1)/(1-p)=0

Ziskame: ny/p=n;/(1-p),odkud 1-p=p*ni/nyap=ny/(ny +ny),
cozprony=3,n;=2davap=3/5

b)

Tady nu =n:

p(Hy=1/(1+e™),odkud p(T)=1/(1+e™)

L(nu) = Prod .« p(k)™ = 1/((1 + ™)™ * (1 +e™)")

I(nu) = - In((1 + ™)™ * (1 + e™)"T) = - nH*In(1 + e*-nu) - NT*In(1 + e”nu)

I'(nu) = -ny*e™*(-1)/(1 + e™) - n*e™/(1 + e™) =0

ngfe™ /(1 +e™)=ny*e™/(1+em)

ny/(1 +e™)=ny/(1 +e™)

Pak pies roznasobeni a kvadratickou rovnici 2*e*™ -e™ -3 =0k e™ =3/2a p(T) =2/5

Ta sigmoid funkce je logisticka regrese, rozhoduje pomoci linearni funkce poméru
p(1|x)/p(2|x). Lze pouzit pouze u nékterych problém( a tento (multinomialni naivni Bayes) je
jednim z nich, dale normalni rozdéleni se stejnou kovarian&ni matici a nezavislé binarni
vstupni vektory.

Problém by asi teoreticky nastal pfi p(H) = 0 nebo 1, protoze obor hodnot sigmoidy je (0, 1).

3.2

a)

To znamena, ze ponozku vratime po vytazeni zpatky
b)

p*p

c)

I(N =10, R=2)=(10 nad 2)*p**(1 - p)®

I(N, R) = (N nad R)*pR*(1 - p)\®

d)

L(p) = p**(1 - p)*R

I(p) = R*In(p) + (N-R)*In(1-p)

I'(p) =R/p-(N-R)/(1-p)=0, cozvede nap=R/N

3.3

a)

L(IJ’ Z) = I:)rdezT p(X)

L(, 2) = Prod, .7 (2 1) ¥2*(det(2)) "**e(-1/2*(x-p) T #*(x-))

I(W, Z) = Sum, .1 (- “2*In((2*m)* * det(Z)) - V2*(x-W)Z " (x-p))

(g, ) = Sum, 1 (- BHIN((2* ) * det(T)) - Vo XT*T 125 + X125 - 15+ uT*E%)
I’(U1 Z)u = Sumsz (XT*Z-‘IIZ _ UT*Z-’]/Z) = 0

Sum,, 1 X™*Z 2 = N*u™Z % (£ musi mit inverzi)

1/N* Sum,,rXx=u



I(W, Z) = Sum, .1 (- 2*In((2*m)*det(Z)) - 72*(x - p)*Z " (x - u))
P(y, )z =Sum, 1 (- %2 * 27 - 16" (x - p)(x - p)7) = 0
Sum,,+ " =Sum,,; (X - u)*(x - )'... coZ neni spravné ale, prekazi tam ta inverze u £

3.4

a)

L(h) = p(T|h) = Prod; «; -y h*e"™

I(h) = Sumy ;<= 5 IN(h*e™) = n*In(h) - Sum, —; -y h*t,

I'() = n/h - Sum; - -y t; = 0, odtud h = n/(Sum, -, - t;) = (ar. primér)”’

b)

Expected lifetime je stredni hodnota t = E(t) = Integral. ;s t*p(t) dt

E(t) = Integraly; s t*1/0*€™® dt = | per partes: u=t->u'=1,v =" ->v=e"*-9| =
[-6*t*e™®],™ - 1/6*Integral i i, -0*€™® dt = 0 + Integral . €*° dt = [-6*e "], = 0

0 rika za jak dlouho se rozbije prumerne zarovka, h rika kolik zarovek se rozbije za
jednotku casu.

c)

h* = argmax, p(h|T)

p(hT) = p(TIh)*p(h) = ™ * Prod; h*e™™

In(p(T|h)*p(h)) = -h + Sum; In(h*e™") = -h + n*In(h) - h*Sum; t,

derivace = -1 + n/h - Sum; t; = 0, odtud hy,e = n/(1 + Sum; t)

Ocekavana zivotnost O = ar. prumer + 1/n

3.5
a)
Z predchoziho prikladu mame h = n/(Sum; t) =3/600 =1 /200 = 0.005

Nevim jak na to vubec teda

3.6
a)
L(®)=1/6", max L(8) pro 8 -> 0, ale 8 >= max; x;, proto 6 = max; x;
b)
Ano, protoze jsme pravdépodobné nevidéli maximalni &islo.
c)
8 <=M, p(8) = 1/M (uniformni rozdéleni)
p(8|T) = p(T|6)*p(B) = 1/ (6" * M), coz zas vede na B = max; X;
Aposteriorni rozdéleni je na <mayx; x;; inf), s tim ze nizsi hodnoty jsou pravdepodobnejsi
Nevim, jestli chtéji pfimo vzorec, pak p(6|T) = p(T|0)*p(8), kde ale p(8) nevim jak popsat,
mozna se da zanedbat, protoze pokud je 6 nahodna veliina, kazda hodnota ma stejnou
pravdépodobnost

* = argming R(0) = argming Integral,a . inr PA|T)*(t - 8)? dt
Podle wikipedie
(https://en.wikipedia.org/wiki/Bayes_estimator#Minimum_mean_square_error_estimation) by
to mélo byt 8* = Integrala . inr ©*P(B]T) dt = Integral a i ins 0/6" dt = Integral,ay i ins 6™ dt =
[1/(-n+2)*6™7].xxi™ = inf, cOZ je asi kravina (bral jsem zde ten zanedbany p(0), viz vyse)



https://en.wikipedia.org/wiki/Bayes_estimator#Minimum_mean_square_error_estimation

4.1

L(d) = p(T|d) = Prod; - -k di"

I(d) = Sum, =i <=k NFIN(d;), Sum; o - dilK = 1

Lagrange = Sum; «; -« n*In(d;) +A™*((Sum; ;- d)) - K)

Derivace Lagrange podle d; = n/d; + N’ = 0, odtud n/d; = A = konst, d, = n/A
Vime Sum, -;.-.x d; = K, odtud Sum; ..;..x n; /A=K, cozje N/ A=K
Mame A = N/ K, takze d; = n/A = K*n/N

4.2
Mame trénovaci data T = {(x;, k;)}. Pro testovanou hodnotu x nalezneme K nejblizsich
x;z T. Pro x volime tfidu k takovou, ktera ma mezi x; vetsinu.
Plusy:
- jednoduchost (pfi naivni implementaci)
Minusy:
- prefitovava se
- Casova naroc¢nost (pfi naivni implementaci prochazi trénovaci body linearné, Ize
Zlepsit pouzitim k-d strom0 a/nebo pravdépodobnostnimi zarukami nejblizsiho
souseda)
- pamétova narocnost (pfi naivni implementaci potfebuje vSechny trénovaci body, jde
zlepsit redukci trénovaci mnoziny)
1-NN: nejblizsi je (4.5, A), volime A
3-NN: nejblizsi jsou (4.5, A), (6, B) a (3, B), volime B
5-NN: nejblizsi jsou (4.5, A), (6, B) a (3, B), (2, A) a (1.5, A), volime A

4.3
Algoritmus:
1) Zaciname na indexu vstupnich vektord d = 1 (beru v matice one-indexed), aktualni
data = trénovaci mnozina
2) Pokud pocet aktualnich dat je 1, ukonéi vétev rekurze.
3) Najdeme median aktualni ¢asti dat podle d-tého indexu a rozdélime data na dvé Casti
a ty dame do vétvi aktualniho uzlu
4) Rekurzivné pokracujeme do vétvi krokem 2) a s indexem d+1 (modulo D)
Vytvofeni k-D stromu:




Hledani NN:

Mame bod (x, y). Prochazime od kofene doll, vzdy se vydavame do té vétve, kam nas
zavede hodnota x nebo y podle d a vétvici nerovnosti v dané hloubce. Pfi kazdém zanoieni
se nam u druhé (nenavstivené) vétve urci nejblizS§i mozny soused v ni. Po dorazeni do listu
mame horni odhad nejblizsi souseda. Navstivime ty vétve, kde mohou byt blizSi sousedi.

Priklad (k-D usetfilo porovnavani s (2, 3) a (8, 1), coz neni moc ted zrovna, ale pfi vétSich
mnozinach to samoziejmeé je v primeéru vice znat):

4.4
Integral pod kombinaci vSech jadrovych funkci musi byt 1, proto do kazdého bodu nevlozime
obdélnik s vy8kou 7%, ale s vySkou 1/(2*N) = 1/12:




Mame Lagrange = Sum; Sum; Ki/K; * log(11*K;) + h™(Sum; 1, - 1)
“Derivace Lagrange podle 11" = Sum; Kj/(K*m) + h' =0

Odtud ;= 1/h * Sum; Ki/K; (h = -h")

Po dosazeni do Sum; T, = 1 mame h = Sum; Sum; Ki/K;



5.1

a)

Pres p(1]x)/p(-1|x) = e** ziskdme p(1|x) =1/ (1 + e¥™), p(-1|x) =1/ (1 + &™)
b)

p(x, k) = p(k|x)*p(x) -> In(p(x, k)) = In(p(k[x)) + In(p(x)), kde In(p(x)) je const
p(k|x) = 1/(1 + e*¥¥), tedy negace souétu pres vSechna trénovaci data E(w):
E(w) = - I(w) = - Sum; In(1/(1 + %)) = Sum; In(1 + e*"W™)

c)
Py e ~
@ fry= |n(1 - e_x) \
+ N 2
—2 —1 0 1 2 3
-1

E(w) je soucet konvexnich funkci => je konvexni

5.2

a)

1-1(1+e?)=(1+e*-ND(1+e?)=e?(1+e?)=1/(1+¢e?

b)

Derivace 1/(1 + e%) = -1*e®*(-1)/(1 + e®)? = eZ/(1 + e?) * 1/(1 + e?) = 1/(1 + &%) * 1/(1 + €7)
c)

Derivace In(o(z)) = 1/0(z) * (Derivace o(z)) = 1/0(z) * o(z)*(1 - 6(z)) = 1 - 0(2)

d)

Derivace In(o(w'x)) podle x = (Derivace In(c(w'x)) podle w'x) * (Derivace w'x podle x) =
=(1-o(w'x))*w'

e)

Derivace - In(o(z)) = -0(-z) = 0(z) - 1, coz je rostouci funkce

Druha derivace - In(o(z)) = Derivace - o(-z) podle z = -1 * (Derivace o(-z) podle -z) *
(Derivace -z podle z) = -1 * (Derivace a(z) podle z) * -1 = o(z)(1 - o(z)), cozZ je soucin
kladnych cisel, ktery je kladny



Problem 6.1

a)

Lagrangeova funkce:

L = ||x-y||? + A@"y + b), X, a, b jsou konst, y proménna a A multiplikator
Podminka: a'y +b =0

Derivace L podle y = -2(x-y) + Aa = 0, odtud:

2(x-y) = Aa

[pokracovani od Kaji Balagazové]

Dosadime y = x - Aa/2 do aTy+b=0 a dostaneme lambdu:

A =2 (aTx+b)/(aTa)

a vysledna vzdalenost je:

|Ix-yll = [Ix - x + Aa/2|| = [M2[*||al| = (|aTx+b| / [|a][*) * [|a]| = [aTx+b[ / ||al|

[Od Kacky Mackové:]

Jde nad tim pfemyslet i z dhlu pohledu linearni algebry. Rozhodovaci nadrovina je dana
normalovym vektorem a a posunem b. Hledana vzdalenost je délka projekce bodu x na tento
normalovy vektor posunuty o b. Pak neni tfeba pocitat lagrange. Vektor a vydélime ||a||, aby
byl jednotkovy. Promitneme na néj bod x:

proj(x) = a* (aTx+b) / ||a]|* a mame projekci.

Projekci znormujeme a mame:

|lproj(x)I| = [lall*[a™x+b| / ||a]|* = [aTx+b| / ||a|| = ||x-Y]]

b)

Mame x € R? ak € {1, -1}. Definujeme x’ = k*(x, 1) € R®*"aw = (a, b) € R"*"

Pak w'x’ = k(a"x; + b) >= 0 iff sign(a’x; + b) = k; tj. iff q(x) = k; neboli q klasifikuje spravné

Problem 6.2

a)

max(-z, 0) (zelené)

b)

Remp(A(X)) = W(a(x), k) = 1 iff q(x) != k (1j. iff z < 0), O else (Cervene)
c)

logaritmus ze cvi¢eni 5.1¢)




Problem 6.3

a)

PrepiSeme si:

l(w) = -w'x, iff x; je $patné ohodnoceny
0 iff x; je spravné ohodnoceny

V. li(w) = -X; iff x; je Spatné ohodnoceny
0 iff x; je spravné ohodnoceny

TakzZe spravné ohodnoceny bod w'*' = w! + 0 nezméni a $§patné ohodnoceny updatuje w*' =
wh+ £*x

b)

Intuice Fika, Ze na velikosti vysledného vektoru w nezalezi, jde pouze o jeho smér. Vysledny
vektor w = €*(linearni kombinace vektor(l x), po vydéleni € je smér stale stejny. Nasobenim ¢
(€ > 0) se sice zméni velikost w'x;, ale znaménko zlstane stejné (a znaménko je to, co nas
zajima).

Mame w° = 0, hledame x;: w’x; <= 0. To je hned pro prvni x;.

Updatujeme w' = 0 + £*x, = £*x,. Hledame x;: w'"x; = £*x,"x; <= 0. ¢ je ale kladna konstanta,
proto Ize nerovnost vydélit bez zmény znaménka, neboli na € nezalezi.

Problem 6.4

UpravimesiTna T ={(2, -1, -1),(0, 0, -1),(0, 2, 1),(0, 3, -1),(2, 2, 1)}

Pracujeme pouze se skalarnim soucinem w'x (bez b), chceme w'x >= 0 pro v8echny body,
inicializujeme w, = (0, 0, 0) a sekven¢né prochazime mnozinu T.

wgy = (0, 0, 0) - chyba pro bod A

w, = (2, -1, -1) - chyba pro bod C

w, = (2, 1, 0) - chyba pro bod B

ws = (2, 1, -1) - v8echny body jsou spravné ohodnoceny =>w = (2, 1), b = -1

r1 i
B & m < s
— 3
. rl: 2x+y =1 : C E
2@ @
© c=(02) A
o 1
@ B=(00) ‘ A
. -3 -2 —1 O. 1 2 3
@ A=(21)
1
@ D=(0-3) :
i 2
O E=(22) : 5
29
+ Vstup
_4




Problem 6.5

Zakladni krok (t = 0):

[Iw°||* = 0 <= 0*max ||x||* = 0

Indukéni krok:

Indukéni predpoklad: ||w!]|? <= t*max ||x||? (chceme dokazat platnost pro t+1)

”Wt+1”2 = ”Wt + Xt”2 = (Wt + Xt)T(Wt + Xt) = wiwt + 2*wixt + xixt = .

[pokradovani od Kaji Balagazové]

e = (IR + 20X+ (X2 = (W2 + (X <5 w12 + max|[X][* S5 t'max|[x|[? + max|[x]|? =,
= (t + 1)*max]|x||?

<, .. X' je spatne klasifikovany vektor, tzn w'x' <= 0, takze se muzeme zbavit 2*w'x'
- .. protoze [|xil|? <= max;||x;||?
<; .. podle indukéniho predpokladu [|w!||? <= t*max||x;||
=, .. a staci jenom vytknout max||x||> a mame dokazano, ze ||[w""||? < (t + 1)*max||x||?



Problem 7.1
a)
Reseni je jednoduché zamysleni:
Minimalizujeme vyraz, kde je ¢ v kladném nasobku, neboli ho chceme pro minimalizaci co
nejmensi. Mame ale omezeni  >= 0 a (W'x + b)y >= 1 - £. Zvolime tedy nejmensi takové ¢
>= 0, aby (W'x + b)y >=1 - € platilo.
Formalnéji:
min, e 2 ||W]|? + C*Sum; § = min,,,, . F(w,b,e) za podminky (w'x, + b)y; >=1-¢, & >=0
Derivace F podle ¢ = C, kde C je kladna konstanta urCujici ztratu za Spatné ohodnocené x;
Pro minimalizaci volime nejmenSsi ¢, které splfiuje podminky.
& = 0iff (Ww'x; + b)y; >= 1 (4. iff x; je spravné ohodnoceno)
& =1-(W'x + Dby, iff (W'x; + b)y; < 1 (i iff x;, je Spatné ohodnoceno)
Lze to pFipadné Fesit i opravdu graficky jako pranik polorovin §>=0a § >=1 - (W'x; + b)y..
Na téchto polorovinach hledame nejmensi hodnotu funkce K + C*¢;, kde K je konstantni
soucet zbytku ptvodni funkce K = % ||w||? + C*Sum;.; &;.
b)

- Pfechod od vzorce a) do b):
Mame min,, . %2 [|W||? + C*Sum, §. C je konstanta, hledame argmin, hodnota min nas
nezajima, proto maze vydeélit. Ziskame:
MiNyse 1/(2°C) [IWP? + Sum; &
Za g dosadime nejmensi hodnotu tak, aby platily podminky (w'x; + b)y, >=1- ¢, & >= 0 (viz
a)). Tahle hodnota se da kompaktné&iji napsat jako max(1 - (w'x; + b)y;, 0). Tim se zbavime
proménné ;. Ziskame:
min,, . 1/(2*C) [|w||? + Sum, max(1 - (w'x; + b)y;, 0)

- Pfechod od vzorce a) do b) [od Vitka Lupinkal:
Taky se da hezky vyresit Uvahou/graficky jako a) mame tam  >=0a (W'x + b)y >=1 - ¢, coz
kdyz vyplotime, tak je vlastné obrazek c) a z néj je hezky vidét, Zze & = max(1 - (w'x; + b)y,,
0) tudiz to muzu udélat pro véechny a dostanu: min,,, 1/2C*||w||* + Sum;(max(1 - (W'x; +
b)*y;, 0)).

- Hledani minima:
Rekl bych, Ze si pro kazdé w a b mizeme vypoéitat gradient a pouzit tedy iteraéni metody
optimalizace:
F = min ||w||(2*C) + Sum(pfes Spatné& ohodnocené i) (1 - (W'x; + b)y;)
F derivace podle w = w/C - Sum(pfes Spatné ohodnocené i) yx; =0
F derivace podle b = Sum(pfes Spatné ohodnocené i) -y; =0
c)

Z tohohle plyne, Ze i body na spravné strané od rozdélujici nadroviny, ale blize nez 1, jsou
povazovany za $patné ohodnocené. U Perceptronu jsou za Spatné ohodnocené povazovany
opravdu pouze z = (W'x; + b)y; < 0. U logistické regrese je nenulova ztrata pro vSechny z.



Podle mé ne, kdyz C — «, tak vypadne prvni ¢len a mame

min Sum; max(1 - (w'x; + b)y,, 0),

coz ma smysl u neseparabilnich dat, chceme najit oddélujici pfimku, tak aby byly vSichni
spravné ohodnoceni nebo kdyz uz Spatné, tak co nejbliz.

Perceptron v takové situaci nic nefika, nefunguje.

e)

IF Vybrany bod je spravné ohodnoceny:

F=|lw||?(2nC) + 0

Fw = w/(nC)

Fpy=0

IF Vybrany bod je Spatné ohodnoceny:

F = [[w[[*/(2nC) + 1 - (WX + D)y,

F'w = w/(nC) - xy;

F'o=-yi

Funkce roste nejstrméji ve sméru gradientu, jdeme v opacném sméru s velikosti kroku ¢:
Wi = W, - €°F7,

buq = b - €F,
Problem 7.2
a)

[feSeni od Davida Krause]
Vime n = w/||w||, w'x, + b = 0 neboli w'x, = -b
NT(X - Xo) = WT(X = Xo)/[IW|| = (WX - WTXo)/[|w|| = (w'x + b)/||w]|
To je vzdalenost bodu od pfimky (na jednu stranu plus, na druhou minus). Kdyz to celé
vyndsobimy (+/- 1) a bod bude spravné klasifikovan, vysledek bude kladny.
b)
w*, b* = argmax,, , min, , (W'x + b)y / ||w|| za podminky (w'x + b)y / ||w|| >= 0 (déleni ||w|| v
podmince neni nutné, protoze ||w|| nezméni znaménko.
c)
- To je tak jasny, az nevim jak to dokazovat. Asi takhle:
1) min; d; <= d,a: kdyby min; d; > d,..,, tak 1ze d,. zvétsit, tedy d,.., neni max(d: d <= d))
2) min; d, >= d,,,: kdyby min, d; < d...,, tak neplati podminka v max(d: d <=d))
Proto min; d; = d,,,.
- Pfechod k nové formulaci:
w*, b* = argmax,, , min, , (W'x + b)y / ||w|| za podminky (w'x + b)y / ||w|| >= 0 pro V (x, y)
Pfidame novou proménnou d:
argmax,, , ¢ d za podminky (w'x + b)y / ||w|| >= 0 pro V (x, y) a d <= min, , (W'x + b)y / [|w]|
argmax,, » ¢ d za podminky (W' + b)y / ||w|]| >= 0 a d <= (W'x + b)y / [|w|| pro V (X, y)
argmax,, » ¢ d za podminky 0 <=d <= (w'x + b)y / [|w|| pro V (X, y)
d)
No jasny, zajima nas znaménko vyrazu w'x + b, které se nezméni vynasobenim kladnou
konstantou. Pfesnéji:
(W'x + b)y / [|w|| >=d >= 0, substituujeme:
(s*W'x + s*b)y / V(sw'sw) >=d >= 0
s*(w'x + b)y / s|*[|w|]| >=d >= 0 (s > 0)
(Wx + by / [|w|]| >=d >=0



e)

max,,, 1/ ||w|| za podminky (w'x + b)y >= 1 pro V(x, y)

f)

Protoze ||w|| >= 0, tak argmax 1/||w|| je pro argmin ||w|| a argmin ||w||? je pro argmin ||w||

Problem 7.3

a)

min,,¢ Max, 2w'w + C17¢ =(w'X + by" = 17+ §")a za podminky § >= 0, a >= 0

Vyznam:

Pokud jsou v8echny body spravné ohodnoceny (tj. w'X + by™ - 17 + €T >= 0), tak tak -(W'X +
by - 17 + £7) = -G je zaporné, my chceme max -G*a, kde jsou v tu chvili a nasobeny
zapornymi koeficienty, proto je max pro minimalni a, neboli pro a = 0, a tedy -G*a = 0
Pokud je néjaky bod x; Spatné klasifikovani, -G*a > 0 a tedy Ize maximalizovat maximalizaci
Q; = o, proto -G*a =

Obecne plati: max, min, <= min, max,

Mame: max, Miny,¢ Yaw'w + C17¢ = (W'X + by" = 17+ &")a za podminky § >= 0, a >=0
Resime vnitini min,,, ¢ f(w,b,§) = min,,,¢ Yaw'w + C17¢ = w'Xa - by"a + 17a - €'a

w:

Transponujeme a pak derivace f podle w = w' - a™X" = 0 a odtud w = Xa

&

Dame k sobé ¢leny C17¢ - 'a = C17¢ — a'¢ = (C1 - a)"¢

ming.-, (C1 - a)'¢, kde (C1 - a) jsou vlastné koeficienty pro ¢

Pokud (C1 - a) >= 0, minimalizujeme vyraz minimalni &, neboli § = 0, tak (C1 - a)'¢ =0
Pokud existuje (C — a;) < 0, Ize dosahnout -« tim, ze  -> «

Celkové chceme ale max min f, proto nechceme -+, neboli nam to dava omezeni a <=C
b:

ProtoZe b neni omezené, pokud jeho koeficient y'a neni nula, Ize ¢len y'ab minimalizovat
volbou b = + nebo -~ k hodnoté -~. Zase ale chceme celkové max min, proto ziskdvame
podminku y'a =0

Ted v max, min,,¢ Y2w'w + C17¢ - w'Xa - by'a + 17a - 'a za podminky £ >= 0, a >= 0
nahradime w = Xa, misto C17¢ - £'a pfiddme podminku a <= C a misto by'a pfidame
podminku y'a = 0. Ziskame:

max, 2a"™X™Xa - a"™X"™Xa + 17a za podminky a >= 0, a <= C, y'a = 0, neboli

max, -¥2a"'X"Xa + 17a za podminky 0 <=a <=C, y'a =0

Problem 7.4

a)

Vliv maji ty X;, kde a; > 0

b)

Kdyz je nékde ostra nerovnost, existuje dostatecné malé delta, aby ostra nerovnost platila i
po zméng, to je jasné.

Vztah s a asi:

V primarni tloze bod (x, y) ostie splfiuje y(w'x + b) > 1. Dualni uloha je

argmax, min,, (2 ||w||? - Sum; a(y,(w'x; + b) - 1)), kde pro nas bod je y(w'x + b)-1=D > 0.
Prislusna alfa a tedy je od¢itana jako -D*a. Chceme argmax,, proto je tato alfa a = 0.



Problem 7.5

a)

max, Sum; (a) - 72 Sum;; (aayy,e(x)®(x;)) za podminky Sum;ay; =0,0<=a<=C

b)

To asi ne, pokud tfeba uvazujeme néjaké crazy K(x, y) = sin(x,%y,> + sqrt(x,y,))??, tak asi
néjaky predpis @(x)@(y) nenajdeme. Mlze nas spasit mozna Taylorlv rozvoj, ale ten ma
odchylku nebo to je nekonecna posloupnost. Kernel funkce mlze byt prosté kazda pozitivné
semidefinitni funkce RP°xRP -> R.

c)

Pro bod z mame q(z) = ¢(w)"@(z) + b = Sum, aye(x)'®(z) + b = Sum,, ayK(x, z) + b, kde
b pfedpocitame (sv = support vector), protoze vime:

ysv((P(W)T(P(st) + b) = ysv(sumisv aiyiK(Xia st) + b) =1 pro néJaky SUppOI't vector Xsvs @ odtud
mame:

Sumi sv aiyiK(Xia st) +tb= Ysv (protoie Yov = +'1)

b =y, - Sum;g, ayK(x, Xs)

Problem 7.6

a)

K(X, y) = 1+ Xqy1 + Xo¥2 + X2Y4* + XY, + XiXoY 1Yz
b)

KX, y) = (1 + Xqy1 + Xa¥2)* = 1+ 2X4y4 + 2XoY2 + 2XiXaY1Y2 + Xi2Y4* + X7y

Odtud mame @(x) = (1, V(2)x1, Y(2)Xa, V(2)X;X2, X42, X7)

c)

ano, 8lo by to, ziskame polynom 2D proménnych fadu 2d, mapovani bude do dimenze k,
kde k = pocet €lenl polynomu, kazda dimenze mapovani bude obsahovat odmocninu
konstanty * soucin vSech prvkl jednoho vektoru v daném ¢lenu

Vypocet kernel function (ziskani hodnoty) je cca D nasobeni (x;*ys, ..., Xp*yp) + D scitani (1
+ X"y +... + Xp*yp) + d nasobeni (mocnéni na d).

Pro ziskani mapovani potfebujeme ziskat pfedpis kernel function:

D nasobeni a ziskame (1 + x;*y; +... + Xp*yp), coz ma D+1 &lend. Pfi umocnéni na druhou
udélame (D+1)(D+1) nasobeni a vznikne ¢len s D(D+1) €leny (myslim), takZe dal$i nasobeni
puavodnim (1 + x,*y, +... + Xp*yp) (1j., celkové umocnéni na tfeti) je D(D+1)(D+1) nasobeni a
vznikne vyraz s D*D*(D+1) ¢leny atd. Takze posledni krok mocnéni mame asi
D%'(D+1)(D+1) nasobeni plus (nepodital jsem sgitani).

Vypocet mapovani pak je odmocnéni konstant u ¢lenl ve vysledném vyrazu s D¢(D+1) ¢leny
a rozdéleni ¢asti x a 'y v kazdém &lenu.

Nechce se mi nad pocty operaci pfemyslet néjak do hloubky, prosté kvuli tomu Ze pro
ziskani mapovani potfebujeme predpis a tak nemizeme po kazdém krok ¢leny seist do
jednoho skalaru, nam pfibude stradné moc operaci. Asi :D



Problem 8.1

a)

chyba je kdyz sign(f(x)) !=y, coz je iff
fx)<O0ay=1
fx)>0ay=-1

=>f(x)*'y <0

Ty divny zavorky davaiji 1 iff vyraz uvnitf je true, jinak 0, takze to secte vSechny chyby.
Pfijde mi jen divny, Ze to neni déleny velikosti trénovaci mnoziny, v pfednasce to bylo
nasobené D((i), coz bylo inicializované na 1/N.

b)

Kdyz f(x)y <= 0 tak emp. risk je 1, ale -f(x)y >= 0, takze ™V >=1
Kdyz f(x)y > 0 tak emp. risk je 0, ale ™ > 0 plati vzdy

exp(-f(x)y)

emp. risk

1]

Vyhodou miize byt, ze i spravné ohodnocené body maiji pfidélenou nenulovou chybu, takze
se je algoritmus stale snazi ohodnotit “Iépe”, neboli dostat dal od oddélujici hranice. Zaroven
je to spojita, diferencovatelna funkce.

c)

Mame mapovani h(x): RP -> R™ a chceme najit linearni klasifikator takto mapovanych bodu.
Tzn. hledame koeficienty a z RT, tak aby chyba na trénovacich datech {(X;, ¥i)} <<«

Remp = SUM; <o <=y €Y byla minimalni => argmin, Rem,

SVM: R = [[W][/(2C) + Sum; o <oy max(1 - (wW'x; + b)y;, 0) => argmin,,;, Remp

Perceptron: Re, = 1/N Sumy - - max(-w'x;, 0)

LogReg: Ry = IN(1 + &)

Perceptron: max(-z,0)
SVM: max(1 - z, 0)

Logisticka regrese: In(1 + exp(-z))




Problem 8.2
R Sum1 ci<eN € -Sum(1 <= j <t) aj*hj(xi)*yi - at*ht(xi)*yi — Sum D (l) e at*ht(xi)*yi
g Sum(t <=i<hahitiyi = Dy(j) > 0, ale nevim jak dokazat to s¢itani do 1

Problem 8.3
a)
MiNgg bt SUMy < <y Dy(i) €@ ™™ = ming,  SUM; e 1= i Di(i) € + SUM i = i Dili) €™
b)
SUMgpatns i Di(i)*€™ + SuMyopre i Difi) €™ =
= SUMgpame i Di(i)*€™ + SuM gecnny i Di(i) €™ - SUMgpame i Di(i)*e™ =
= e—at * Surnvéechnyi Dt(l) + (eat - e—at) * Sumépatnéi Dt(l)
c)
Pro a >0 je e* - e® > 0. Pfedchozi vyjadieni zavisi na h, pouze ve ¢lenu
(e - @) * SuMgyans i D(i), proto pokud chceme vyraz minimalizovat pfes h,, musime
minimalizovat Sumg,.me i Di(i) (protoze to ma kladny koeficient e* - e®).
d)
Derivace podle a = €@ * (-1) * SuM,gecnnyi Di(i) + (€ * 1 - €2 * (-1)) * SuMgpams i Di(i) =
€ * SUMygpre; Di(i) + € * SUMgans Dy(i) = - * (1-¢) +e* *g=0
e—at * (1 _ st) = eat * &
(1-¢&)/e=e*
2at In((1-¢€)/¢)
=%*In((1-¢)/¢)
e)
a="%"In((1-¢€)/&)>0iff In((1-¢€)/¢)>0iff(1-¢)/e>1iffeg<’”

Problem 8.4
1) Inicializujeme vahy vSech n = 9 bodl na D,(i) = 1/n = 1/9 pro vSechny body
2) nalezneme klasifikator s nejmensi chybou €, = SuMgyams i D+ (i)
Tipuju, ze to bude tfeba h, = sign(1*x - 3.5), neboli oddéli body mezi 3 a 4, pak ¢, =
2/9
3) Vaha toho klasifikatoru a; je %2 * In((1 - 81)/81) =% *1In(7/2) = 0,6264 = In(sqrt(7/2))
4) Prepoditame vahy D,(i) = D4(i) * e@"™vi /7, kde Zy = SUM; «j < g Dy(j) * €M)
Tj. pro $patné ohodnocené body 0 a 6:
D,(j) * e@"MY = 1/9 * g06284 = 1/9 * sqrt(7/2) = 0,208
A pro spravné ohodnocené body:
D,(j) * eIV = 1/9 * 06264 = 1/9 * gqrt(2/7) = 0,06
=>7,=2%*0,208 +7 * 0,06 =0,836
A pak pro $patné ohodnocené body 0 a 6: D,(j) = 0,208 / 0,836 = 0,2488
A pro spravné ohodnocené body: D,(j) = 0,06 / 0,836 = 0,0718
Lze si vypodet zjednodusit rovnosti Z, = 2*V((1 - €,)*¢,)
5) Pokracovalo by se znovu krokem 2)



Problem 9.1
a) Backpropagation - 5 - Computationally efficient automatic differentiation for
scalar-valued composite functions.
b) Gradient - 3 - Is necessary to find a step direction for gradient descent.
c) Chain rule - 4 - A rule to compute gradient of composite functions.
d) Training loss minimization - 1 - A way to learn neural networks.
e) SGD (stochastic gradient descent) - 2 - Method to optimize training loss.

Problem 9.2
a) Gradient of f - 3 - Column vector of partial (or total) derivatives in case f is
scalar-valued, i.e. m = 1.
b) Derivative of f- 1 - A linear mapping approximating f locally around a point.
c) Jacobian of f - 2 - Expression of the derivative in coordinates as a matrix.

Problem 9.3

JakozZe po roce od MAZ2 si pfedstavovat, jak vlastné vypadaji derivace ve vy$Sich dimenzich,
je fakt zahul, fuj...

a)

y(x) = Wx: RP -> RM L(y): RM-> R", L(y(x)): RP -> R", takze matice dL/dx bude z R"P
oL/ox; = Sum, dL/ay; * dy//ox; = Sum; dL/dy; * W,;

dL/ox = Sum,; dL/dy; * dyox = Sum; dL/dy, * W, = dL/dy * W, kde dL/dy je z R™ (fadkovy
vektor) a W je z RMP

b)

Gradient je D™. D = dL/dy * W -> DT = (dL/gy * W) = W™ * (dL/dy)"'= W™ * Grad,L

Bereme ted L(W): RMP -> R

oLIOW,; = dL/dy; * ay/oW;; = oLIdy, * x;

ProtoZe je obecné derivace funkce R? -> RP matice z R¥® (ne R@), tak v matici D = dL/OW
bude na pozici D;; hodnota dL/dW;;. Ziskame:

D = dL/oW = x*dL/dy, kde x je z R®" a dL/dy je z R"™, tedy D je z RP™.

GradyL = (L/OW)" = Grad,L*x" z R"P. Snad.

Tady je hezky vysvétlené: http://cs231n.stanford.edu/handouts/linear-backprop.pdf



http://cs231n.stanford.edu/handouts/linear-backprop.pdf

Problem 10.1

a)

b)

mame fixni déleni na clustery => sumu vzdalenosti od center ve vSech clusterech
minimalizujeme minimalizaci vzdalenosti od centra v jednotlivych clusterech => v kazdém
clusteru k udélame: ¢, = argmin, , rsp SUM;. 1= ||Xi - C|[%, derivaci ziskame

Ck = (Sumi. =k X)) / (Sum;. - 1), coz je t&Zisté clusteru

Existuje-li centrum k takové, ze r(i) '= k pro zadné i (neboli neni mu pfidélen zadny bod), pro
jeho vraceni do kolob&hu minimalizace ho reinicializujeme

c)

V K-means se stfidaji tyto dva kroky.

V prvnim kroku si Zadny bod nemuze pohorsit (zvétsit svou vzdalenost od nejblizSiho centra
vzhledem ke stavu pfed timto krokem), tedy se nemuze zhorsit ani celkova suma.

V druhém kroku se nemuze zhorsit soucet vzdalenosti v zadném clusteru, tedy se nemulze
zhorsit ani celkova suma (jednotlivé konkrétni body si pohorsit miizou, ale globalné ne).
Nasledujici krok K-means tedy nemuze mit hor§i sumu, nez pfedchozi. Pokud je lep§i,
pokracujeme, pokud je stejna, nic se nezménilo (pokud je konzistentni rozhodovani v
pfipadé rovnosti) a algoritmus konci v (lokalnim) minimu => nejde se zacyklit.

Celkovych moznych stavi je N, kde N i K jsou koneéné, tedy algoritmus musi skongit v
koneéném poctu krok.

Intuice fika, ze ¢&im mensi je suma vzdalenosti mezi dvojicemi bod(, tim mensi je suma

vzdalenosti od tézisté (body jsou prosté “bliz” u sebe). Ale jak to matematicky ukazat na tom
vzorci nevim.



Problem 10.3

a)

Hledame pozice studni ¢, = (X, Vi), k = 1,...,K. Jako d(X, y) pouzijeme euklidovskou
vzdalenost (L2 normu bez kvadratu):

b)
Nyni musime brat v potaz kombinaci klesajici ceny za potrubi a rostouci ceny za studné.
Formalné: K* = argming, (1. (K*c,, + argming; . g Sumi- 4y Ming, 4, .« d(pi ¢)*Cy)

A

Cp

Vztah c,, vzhledem ke K je linearni. Vztah c, neni linearni, pfijJde mi, Ze plati, Ze kazdé dalSi
zlepSeni hodnoty c, s rostoucim k je mensi nez predchozi zlepseni (pokud by i+1. iterace
nasla bod X, ktery oproti i. iteraci udéla lepSi zménu, nez udélal bod Y nalezeny v i. iteraci
oproti i-1. iteraci, tak tento bod X mohl byt nalezen jiz v i. iteraci misto bodu Y a udélat vétsi
zlepSeni, tedy neplati, Ze Y je optimalni feSeni v i. iteraci, coz je spor, mi pfijde, ale pfipadné
mé vyvedte z omylu). Proto jakmile poprvé narazime na iteraci m, ve které se soucet c,, + ¢,
zvétsi, pfedchozi polet studni je ten optimalni, tj. k =m - 1.

c)

Algoritmus pouze pfijme jinou formu vzdalenosti - Manhattanskou vzdalenost (L1 normu):
{c*} = argming ; gak2 SUM; =4y Ming [|p; - Cl|1 =



Problem 11.1

Mame T = {xi}i=1.n, P(X|K) = N(i, 1), p(k) = 1/K, p(x, k) = p(x|k)p(k) = N(u, 1)/K, kde K je
konstantni, proto ji mGzeme v optimalizaci vynechat a brat p(x, k) = N(y,, 1)

a)

Nejdfive nalezneme pro kazdy bod x; jeho odhadovanou tfidu k;:

ki = argmax p(xi|k)p(k)/(Sum, p(xi|k’)p(K’)) = argmax, p(xilk) = argmaxi N(x; | pi, 1)
Poté pro kazdou tfidu zvlast upravime jeji y:

My = argmax,, (Prod; -« TN(2m)° * exp(-Va (%; - 1)T(X; - 1))

L(M) = Sum;. - (IN(1/(211)°2) - V2 (x7x; - 20" + uTy))

A (M)/ou = Sum; - (- " + uT) = 0, odtud: Py = (Sumy; - X" )/(Sum = 1)

b)

Nyni budeme mit pro kazdy bod vahy a;(k) = p(k|x;) pro vSechny k.

ai(k) = p(xilk)p(k)/(Sumi p(xi|K)p(K’)) = p(xi|k)/(Sumy p(xi|k’))

Parametry p, miZzeme upravovat nezavisle pro kazdou k:

(M) = Sumiq v (ai(k)*In(exp(-Y2 (x; - )T(x; - 1)) = Sumizq  ai(K)*(-V2 (XX - 2uTx; + ')
(M)l = Sumiq y (ai(k)*(- x" + ")) =0

Sumiz; n (0(K)*x") = Sumizy  (ai(k)*u") = p™ * Sumi.q y ai(k)

U™ = Sumi, y (ay(K)*u") / Sumi,  ai(k), coz je vazeny pramér



Problem 12.1

a)

Sumizqm (1/N* Sumizq y (U%;)?) = Sumizq w (1/N* Sumiy y u"xu;™x;) =

Sumj; w (1/N * Sumi, y u"xx;'u;) (protoZe u;'x; je skalar) =

Sumypzyw (1N * 0 * (Sumizy y xxiT) * u;) = Sumyy w U;' Sy

b)

Sumizq n (X = SuMzq U™ (X - Sumizy y u'xu) =

Sumiy (XX - 2% (Sumzq UjTXin) + (Sumizq ujTXiuj)T(Sumj=1..M UjTXin)) =

Sumizy n (X" - 2*(Sumyy y X TUTXiW;) + (Sumizq_y Sumy-q ujTXiTujuhTXiuh)) = ..

u,"x; je skalar, mtizeme to vytknout pied vektory, mame pak u"x"u; = u"xu;"x; = (u;'x;)?
Xi'U; a u,'x, jsou skalary, vytkneme je pred vektory: xuju,"xu;"u,, kde u;'u, = 1 proj=h, a
jinak u;'u, = 0 (u; jsou ortonormalni), takze ziskdme Sum;_; y X;"uu;"x; = Sumi_;_y (u;"x,)?, tak:
e = SuMizg (7% - 25(Sumizyw (UT)) + (Sumizq y (ux)?) = Sum; ([[x|[* - (Sum; (u™x)?)

Problem 12.2

Z 12.1 b) vime, Ze chceme maximalizovat Sum;-; y Sumi; y (U'x)* @ z 12.1 a) vime, Ze
Sumiy y Sumyiy  (U'x)* = N * Sumi; u U;"Su;, kde N je konstanta, proto maximalizujeme
Sumj;_w U;'Su;, kde chceme ortonormalni u;, coz je ekvivalentni té podmince ve 12.2

a)

Lagrange(u) = L(u) = maxg, Sumi; u U;"Su; - Ay(usTuy - 1) - ... - Ay(uy'uy - 1)

oL(u)/au; = 2u;'S - 2A\u;" = 0, odkud (S = (Sumi;_y XX")/N je symetrickd):

Su; = Ay

b)

Rovnost Su; = Ay; pfimo popisuje vlastni Cisla a vektory z definice a navic vlastni vektory
spliuji ortogonalitu, respektive i ortonormalitu po normalizaci.

c)

Vime Su; = A\u;, takZe Ize maximalizaci pfepsat jako:

MaXg; Sumjy y U;'SU; = maXy,; Sumi-; y U"AU; = max; Sumi; v Au"u; = maxy; Sumi; v A,
kde tedy A je vlastni Cislo vlastniho vektoru u;. Abychom to maximalizovali, bereme tedy M
vlastnich vektor( patficich k M nejvétsim vlastnim &islim.

Problem 12.3

Pro¢ vlastné minimalizujeme tohle? Pavodni uloha byla maximalizovat:

(M1 - M2)?/(s + s,), kde p je stfedni hodnota projektovanych dat tidy k a s, je rozptyl
projektovanych dat tfidy k.

Mk = /N, * Sumy gy« VX = VI(1T/Ny * SUMyi iy « Xi) = VX4, kde X, je téZisté bodu tiidy k
(M1 = M2)? = (VX = VIX0)? = (VT(X4 = X2))% = V(X4 = X))V (X4 - X,), kde VI(x, - X,) je skalar, Ize tedy
transponovat, proto:

(M1 = H2)? = VT(Xq = X2)(X4 - Xp) 'V = VIS,V

S = SUMyriay k (VIXi = VIX)? = SUMy gy i (VI(Xi = X)) = SUMg iy VT(X; = X VT (X; - X)), kde
v'(x; - x,) je skalar, Ize tedy transponovat, proto:

Sk = SUM, triay « VT (Xi = Xi)(Xi = Xi) TV = VI(SUM,grigy i (Xi = Xi)(Xi = X))V = VIS,v

Uloha se prepise na:

max (M - M2)/(sq + S,) = max, VIS,v/(vIS,v + VIS,v) = max, VIS,VVI(S; + S,)v =
max, V'S,v/v'S,v

Pokud je S,, regularni, existuje S, ", definujeme z = S, v, a ziskame:

max z'S,,”*S,S,, *z/z'z, kde z'z = V'S, v = 1, takze mame:



max z'S,,”*S,S,,”z  za podminky z'z =1

L(z)=2Z'S,”*S,S. "z - N(z'z - 1)

oL(z)loz = 2*2'S,, " S,S,, 2 - 2*Az" =0

S. 7SS,z = Az

S.7%SpS, S, v = NS, v

S, 'S,v=Av

S,v=AS,v

Problém hledani viastniho &isla byl pfedchozi krok S,,'Syv = Av, kdy hledame vlastni ¢islo a
vektor matice S,,'S,.

max, V'S,v/v'S,v = max, Av'S v/v'S,v = max, A, kde A je vlastni &islo vlastniho vektoru v
matice S, 'S,, neboli volime vlastni vektor matice S,,'S, pfislusici jejimu nejvétsim viastnimu
Cislu.

Problem 12.4

Stfedni hodnota:

M = 1Ny * Sumyg iy« VX = V(TN ™ Sumy gy i X) = VX

Rozptyl:

Sk = SUM, griay k (VIXi = VX, )P = SUMy iy (VT(Xi = Xi))P = SUMy griay « VT(Xi = XV (X; - X)), kde
VT(x; - X) je skalar, |ze tedy transponovat, proto:

Sic = SUMy gy 1 V1 (Xi = Xi)(Xi = Xi) TV = VI(SUM,g iy e (X = Xi)(Xi = X))V = VIZv



Semestralni test 2 (2013)

https://cw.fel.cvut.cz/b201/ media/courses/bebb33rpz/labs/rpzpractice test2.pdf

Problem 1: (h = lambda)

Poisson(h): p(x) = h**e™/x!

L(h) = p(X|h) = Prod;- s , (h*e™/x!)

I(h) = Sum; 4 , (x*In(h) - In(x!) - h)

'(h) = Sum;., (x/h-1)=0, odtud h = Sum;. , X,/ n = ar. primeér

Problem 2:

Exp(h): p(x) = h*e™

Obecne hye:

L(h) = p(X|h) = Prod;-_, (h*e™)

I(h) = Sum;_, 4(In(h) - h*x)

I'(h) = Sum;-, , (1/h - x), odtud h =n/ (Sum;-, , (x)) = (ar. prumer)’’
Konkrétné je to hyy e =5/13

Obecne dele nez 5 let: (asi, nejsem si jisty, ale vychazi to smysluplné)
p(x>5) = Integrals ;. p(x) dx = Integrals ;- h*e™ dx = [h*(-1/h)*€™™]5 s =
— [_1*einf + e-s*h] = g5h

Konkretne to je p(x>5) = e%%13 = 213 = 0,146...

Problem 3:

Je jedno, ze jsou ty sekvence nejak deleny, proste:
T=(MHHTHHTTHHHHTHHHTH), n=17,ny=12an;=5
Intuice: p = p(H) = ny/n =12/17,1 - p = p(T) = 5/17
Puie = argmax p(X|p)

L(p) = p(X|p) = Prodyomt P(K) = p(H)™™p(T)"™"

I(p) = ny*In(p) + n*In(1 - p)

(p) = ny/p - n/(1 - p) =0, odtud: ny/p = n{/(1 - p)
ny(1-p)=ns'p

Ny - NY*p = n'p

Ny = NP + ny*p

Pue=ny/ (Ny+ny)=ny/n=12/17

Problem 4:

Jadrova funkce:

k(z) = 1/(2*1,25) = 2/5iff |z| <= 1.25

k(z) = 0iff |z| > 1.25

Do kazdého bodu vlozime k(z)/n, ziskame p(x = 0.5) = 2/15


https://cw.fel.cvut.cz/b201/_media/courses/be5b33rpz/labs/rpzpractice_test2.pdf

Problem 5: ?????

Ani nevim, jestli tu otazku poradne chapu, je to “vyhodnoatili jste kvalitu MLE odhadu tim, ze
jste vykresilili jejich rozptyl jako funkci velikosti trénovaci mnoziny”? Nejak nevim co
odpovedet.

Problem 6: ?????

Zas mi ta otazka prijde nejaka divna, tak zalezi co jsme odhadovali, ne? Jinak odhadnout, ze
neco je z normalniho rozdeleni mi prijde jako fajn volba, hodne veci ve svete odpovida
normalnimu rozdeleni. Co tu ale rict konkretne fakt nevim.

Poznamka ze cvika:
z centralni limitni vety vime, ze pro nekonecne mnoho vzorku se vlastnosti spojitych
rozdéleni blizi normalnimu.



Semestralni test 3 (ukazka)
https://cw.fel.cvut.cz/b191/courses/beSb33rpz/labs/exercises/test3practice ?fbclid=IwAROkOF
rWOSWAauiCXaAZ8IS_02bQM3goDj7Jk4pLHfH-SnpurQG5z_RdMJU
Task 1
Mame trénovaci mnozinu T s body x’ z RP*", které vznikly z bodu x z RP a jejich tfid y = {-1,
1}, jako X’ = (1, x)*y

1) Inicializujeme t = 0 (Cislo iterace), w, = 0 z RP*"

2) Nalezneme $patné ohodnocené x z T, tj. takové x, Ze w,'x <= 0. Pokud takové x

neexistuje, kon€ime a w = w; vektor popisujici oddélujici nadrovinu.

3) Updatujeme w;., = w; + x a jdeme na krok 2).
Se ziskanym vektorem w poté klasifikujeme takto: q(x) = sign(w'x), kde x z RP*! je testovany
vektor upraveny stejné jako trénovaci.
Task 2
Perceptron nalezne jakoukoli oddélujici nadrovinu a poté konc&i. SVM nalezne nejlepsi
oddélujici nadrovinu ve smysl velikosti margin - je to oddélujici nadrovina nejvzdalenéjsi od
nejbliz§ich bod{. To znamena, ze SVM lépe generalizuje (ma niz§i VC dimenzi).
Task 3
Trénovaci data jsou (x, y), C je ztrata za Spatné klasifikované x (pomérna ke vzdalenosti)
Primarni uloha:
w*, b* = argmin,,, % ||w||* + C*Sum; § za podminky y,(w'x, + b)>=1-¢, & >=0
Dualni uloha:
a = argmax, Sum; a, - 2 Sum; Sum; a;a)y.yxx; za podminky 0 <= a, <= C, Sum; ay; = 0
w = Sum; ayX;
b =y, - W'x, pro néjaky support vector s
Klasifikujeme jako q(y) = sign(w'y + b)
Task 4

Proy=1 Proy =-1

s

~

wx+hbh=0

Task 5 - Nejsem si stopro jisty, opravujte.

Ocekavana ztrata R(q) je primérna ztrata na testovacich datech. Potfebujeme k ni znat
sdruzenou pravdépodobnost tfid a pozorovani. R(q) = Sumy, p(x, k)*W(q(x), k)
Empiricka ztrata je ztrata na trénovacich datech. Lze vypocist bez znalosti sdruzené
pravdépodobnosti. Remp(q) = 1/L*Sum; o4 1 401 W(Q(X;), ki)

Upfednostnime o€ekavanou ztratu kdykoli zname p(x, k), nebo Ize dobfe odhadnout.
Empiricka ztrata ma SirSi vyuziti.


https://cw.fel.cvut.cz/b191/courses/be5b33rpz/labs/exercises/test3practice?fbclid=IwAR0k0FrWOSWAauiCXaAZ8lS_O2bQM3goDj7Jk4pLHfH-SnpurQG5z_RdMJU
https://cw.fel.cvut.cz/b191/courses/be5b33rpz/labs/exercises/test3practice?fbclid=IwAR0k0FrWOSWAauiCXaAZ8lS_O2bQM3goDj7Jk4pLHfH-SnpurQG5z_RdMJU

Semestralni test 3

Uloha 1. (2b.) Mame trénovaci sadu s merenimi x; € R? a labely y; € {1,2},

T=1((3.1);2),((2,2);2).((2.1); 1),((1,3); 1)} . Proved'te 3 iterace uceni

Perceptronu (vypisujte dilezité hodnoty).

Uloha 2. (1b.) Trénujete soft-margin SVM s Gauss kernelem

K(x,y) = exp(—||x — y||?>/202). Klasifikator na trénovacich datech je na obrazku, na

validacnich datech ale nefunguje dobre. Jak upravite hyperparametry C a o7 Proc?
1. zmensit C, zmensit o

zmensit C, zvétsit o

2

3. zvetsit C, zmensit o

4. zvetsit C, zveétsit o
Uloha 3. (1b.) Jaka vlastnost plati pro vztah mezi optimalnimi hodnotami kriterialni
funkce primalni a dualni alohy SVM?

Uloha 4. (1b.) Méjme funkci K,(x,y) = a(x+vy) prox,y € R® a a > 0. Je tato
funkce validni jadrova funkce (kernel)? Pokud ne, dokazte. Pokud ano, najdéte
odpovidajici feature mapu ¢(x).




Semestralni test 3

1. Write down the dual task criterion function optimised by soft-margin SVM and define all
symbols (only the numeric solution will by awarded by a point). How do you recognize the

support vectors? (1 point)

2. Define a kernel function K(x,y). Discuss one advantage of using the kernel Support Vector
Machine compared to the linear SV (1 point)

3. Write down three advantages of the soft-margin SVM in comparison with the Perceptron
algorithm. (1 point)

4. You are given a linear classifier w € R”*! and a training dataset T = {(x1; k1), (x2; Fa), .. ., (xp:kr)},
where x; € RP k; € {=1,1} withi=1,2,..., L. Formally define the linear separability. Only
the numeric solution will by awarded by a point. (1 point)

5. You are given a training dataset
T = {(-1,0.5/1),(3,3;1),(2,-2; 1), (-2, -2; =1),(=1,—1; -1),(—=1,-2.5; —=1)}, where x; €
R k; e {—1,1} withi=1,2,..., 6. Does the perceptron algorithm finish in a finite number
of steps on this dataset? If so, why (give a nuneric solution)? (1 point)

1)
a* = argmax, Sum; o; - %5*Sum; Sum; aiayyx'x, za podminky Sum; aiy; = 0,0 <= ¢;<=C
a jsou Lagrangeovy multiplikatory, pouziji se jako vahy trénovacich vektora ve finalnim
klasifikatoru: w = Sum; ayx, b =y, - W'x,, (pro néjaky support vektor x,)
(x;, y;) jsou trénovaci body x; z RP a jejich t¥idy y; = +-1
C je ztrata za Spatné klasifikovany bod (Umérna vzdalenosti od spravné klasifikovaného
poloprostoru)
Support vektory jsou takové (x;, y;) z trénovaci mnoziny, které maji nenulové vahy a
2)
K(x, y) = ¢(x)"@(y), kde ¢ je mapovani do vyssi dimenze @: RP -> R, které umozriuje pouzit
linearni klasifikaci u linearné neseparovatelnych dat.
Vyhoda: Lze tedy pouzit linearni klasifikator pro oddéleni linearné neseparovatelnych dat i
bez explicitni znalosti @. To umoziuje pouzit i potencialné nekonecné dimenzionalni
mapovani.
3)

a) umi oddélit linearné neseparovatelna data

b) najde optimalni FeSeni z hlediska velikosti marginu (v poméru ke ztraté za Spatnou

klasifikaci C), narozdil od né&jakého feSeni u Perceptronu
c) pfi ueni vyuziva pouze skalarni souciny trénovacich dat, je tedy nezavislé na
dimenzi

4)
Mnozina T je linearné separabilni, pokud existuje w z R°*' takové, Ze pro vSechny (x, k) z T
plati: sign(w'(x, 1)) = k
Jediny, co mé napada, jak to zjistit, je si to nakreslit, nevim, jaky chté&ji numerické FeSeni.
Novikoff theorem nam nepoml(ize, protoze ten pouze Fika “kdyz mame vzdalenost y a
maximalni velikost vektoru D, tak pokud jsou data separovatelnd, tak skonc¢i do iterace t* =
D?/y?". Takze i kdybychom y a D nasli, tak to nic nefika o obecném zastaveni algoritmu, kdyz
nevime, jestli je to separovatelné.



4. RPZ Test 16.12.2020

Task 1 (AdaBoost) Consider the training se . ..n} where y; € {—1,1}.
The AdaBoost strong classifier at step t is given by H,(x) = sign(f.(x)), where fi(z) =
Z} 1(“’);. , a0 > 0and h;. E { 1, ].}

a) Show that the number of training points misclassified by H; is upper bounded by 7" | e~ v/t(x)
Properties of the exponent function ¢* need not be proven.

b) To each data point 7 associate a weight W; (i) such that the upper bound in a) can be expressed
as: 3. W,(i)eh(=) Tt is not required that weights would sum to 1.

¢) Show that if a training point (;, y;) is misclassified by the weak classifier h;, then its weight
in the next iteration ¢ + 1 will be increased and if it is correctly classified, then decreased.
(2 points)

Task 2 (K-means / EM) Let {x;|: = 1...n} be observed points from a joint model p(z, k)
where & € {1... K} is ahidden state (not observed). The model p(x, k) is defined as p(x, k) =
p(x|k)p(k), where p(x|k) is a Normal density N (p., I) with mean parameter i for each & and
p(k) is uniform. Assume that initial estimates of y, are given.

a) Obtain K-means algorithm as follows. Given current means i, find the most likely k;, the
assignment of mixture components to points maximizing the posterior distribution p(k;|x;).
Given current assignment k;, find the maximum likelihood estimate of j, i.e. maximizing the
joint likelihood of x and k.

b) Obtain EM algorithm as follows. Given current means 4, find the soft assignment «; (k) =
p(ki|x;). Given weights o (k), find the parameters ;2 maximizing the “weighted” log-likelihood:

ZZ(I’ )log p(x;, k).

"
(3 points)
Task 1
a)
Spatné klasifikované body jsou ty, u kterych H,(x) !=y;, neboli f(x)*y; < 0.
Plati [Hy(x) !=y] <= ¥ pro v8echny (x, y;) z T (viz Problem 8.1 b), neboli plati horni mez
i pro sumu:

t(I)e -at*ht(xi)*yi — e-yi*ft(xi) - e-yi*Sum(j = 1..t-1)aj*hj(xi) - at*ht(xi)*yi — e-yi*Sum(j = 1..t-1)uj*hj(xi)e-cxt*ht(xi)*yi, OdtUd:)
Wt(i) = @ ¥i*Sum( = 1..t-1)oj*hj(xi)
c)
Update vahy bodu (x;, y;) je definovany W,,(i) = W(i)*e?™MV kde a, > 0 je vaha slabého
klasifikatoru hy(x;), a; = Y2 In((1 - err)/err,) pro err, < Ya.
U $patné klasifikovany bodl je hy(x;)*y; = -1, neboli W,(i) = W (i)*e®, e* > 1.
U spravné klasifikovany bodu je hy(x)*y; = 1, neboli W,.(i) = W(i)* ea‘, A<,

Task 2
Viz Problem 11.1



4. RPZ Test 18.12.2020

Uloha 1. (1b.) Jaka je casova slozitost (pocet float operaci scitani/nasobeni) zakladni
verze algoritmu K-means pro K clusteri, T iteraci a data X = {x; e RY| j=1,..,N} ?

Uloha 2. (1b.) Je u algoritmu K-means zarucena konvergence ke globalnimu optimu?
Pokud ano, dokazte tuto vlastnost. Pokud ne, nakreslete priklad lokalniho (ale ne
globalniho) optima.

Uloha 3. (1b.) Odvozeni klasifikatoru Adaboost je zalozeno na vztahu s empirickou
chybou. Na jakém? (Odpovézte vzorcem nebo jednou vétou.)

Uloha 4. (2b.) Uved'te vzorec z algoritmu Adaboost pro prevazeni trénovacich dat, tj.
vypocet D:11(i), a ukazte, jak zvysuje vahu chybné klasifikovanych prikladd a snizuje
vahu spravne klasifikovanych prikladi.




4. RPZ Test 18.12.2020

1. The criterion of AdaBoost algorithm has an interesting connection with the empirical error. What is their

relation? One keyword in one short sentence, please. (1 point)
2. In iteration t of the Adaboost algorithm, we select the weak classifier with the lowest value of the Adaboost
criterion Z; = Y, Dy(i)e avyshe () - We then need to assign the weight ay to the weak classifier. How do we
find that weight? Give formal solution. (1 point)
3. Fill in the missing words. If the series of values of clustering criterion is monotonically and
convergent, and there is number of partitions, and no assignment is visited twice, the
K-means algorithm reaches minimum. In the K-means algorithm, the computational time
is dominated by the complexity of step. (1 point)
4. Formally define the generalized K-means algorithm. Briefly explain all symbols. (1 point)
5. Is the K-Means algorithm guaranteed to find a global minimum? If so, explain why. If not, give an example of

some local optimum setting. (1 point)

1)
Keyword: horni odhad
(pfesngji: 1/N * Sum;. yiy 1=y 1 <= Prod, -4 1 Z,, kde Z; jsou normaliza¢ni konstanty rozdéleni
vah bodl Dy(i), které minimaluzujeme optimalni volbou vah slabych klasifikatoru a;)
2)
Derivaci Z; podle a;:
Z, = SUM;; iy 1= yi Dy(i)* € + Sum; 1y - i Di(i)" €™ = g'e™ + (1 - €)"e™
0Z /oo, = efe - (1-¢)e™=0
ere™ =(1-¢)e.. a,=%*In((1-¢)e)
3)
decreasing, finite, local, “data-to-cluster reassignment”
4)
Obecny K-means:
Mame N bodl x; a chceme je rozdélit do K shluk.
1) init centra (c4, ..., ck) (napf. nahodné nebo podle K-Means++)
2) nalezneme kazdému bodu nejblizSi centrum, tj. vytvofime shluky:
T = {x; | d(x;, c) <= d(x;, ¢;) pro vSechna j} (v pfipadé rovnosti mame pevnou strategii
rozhodovani)
3) updatujeme centra:
C = argmin, Sum, , d(x;, ¢), pokud T, neni prazdna, jinak reinit c,
4) Pokud se T, nezménily, konime, jinak pokraujeme krokem 2)
Cw, X jsou z RP, d: RP x RP -> R je funkce vzdalenosti
5)
Nemusi, viz ten pfiklad s obdélnikem



